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1. SISSEJUHATUS

Saksa fiisioloog Adolf Fick, kes huvitus sellest, kuidas toimub elusorga-
nismides vee ning toitainete lilkumine ldbi membraanide, publitseeris
1855. aastal seadused, mida tdnapdeval tuntakse Ficki difusiooni sea-
dustena [1, 2]. Ta niitas seejuures, et difundeeruva objekti ruutkeskmine
koordinaat kasvab ajas lineaarselt. Ficki probleemikisitlus oli puhtalt fe-
nomenoloogiline, baseerudes analoogiale Fourier’ vorrandiga. Méddus
50 aastat, kuni Einstein tuletas difusioonivorrandi molekulaar-kineetili-
sest teooriast [3, 4]. Marian von Smoluchowski, kes téétas Browni liiku-
mise probleemi kallal alates 1900. aastast, kuid ei publitseerinud midagi
kuni 1906. aastani, jéudis vaba difusiooni jaoks pohimétteliselt samade
tulemusteni nagu Einstein [5]. Erinevalt Einsteinist kisitles Smoluchows-
ki kohe ka eksperimenditulemusi, sidudes omavahel difusiooniteooria
ning Browni liikumise nidhtuse.

Lihtsaim mudel kirjeldamaks difusiooni on uitliilkumise mudel. Ter-
min ,uitliilkumine” périneb Karl Pearsoni poolt 1905. aastal ajakirjale
Nature saadetud kirjast Uitliikumise probleem [6]. Sarnased mudelid
olid aga vilja pakutud juba aastal 1880 Lord Rayleigh’ poolt seoses iso-
perioodiliste vibratsioonidega ning Louis Bachelier’ poolt aastal 1900
aktsiaturu fluktuatsioonide analiitisis [7-9]. Kui difusioonivorrand kir-
jeldab pidevate suuruste hajumist, siis uitlilkumine kirjeldab diskreetset
difusiooni. Bachelier oli esimene, kes nigi seost diskreetse uitliikumise
ning pideva difusioonivorrandi vahel.

Einsteini difusioonimudel ning uitliikumine baseeruvad mélemad
samadel eeldustel: eksisteerib keskmine vaba tee pikkus (sammu pik-
kus uitliifkumise korral ja vahemaa porgete vahel Einsteini mudeli kor-
ral) ning keskmine aeg (hiippe sooritamiseks uitliikumise mudelis ja
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porgetevaheline aeg Einsteini mudelis); sealjuures osakesed ei inter-
akteeru omavahel. Seega ruumis pideval piirjuhul viib uitliikumine sa-
madele tulemustele nagu Einsteini poolt vaadeldud mudelis. Paljudes
siisteemides aga ei pea need eeldused paika ning leiab aset anomaalne
difusioon, s.t vabalt difundeeruva osakese ruutkeskmine koordinaat ei
kasva ajas lineaarselt, vaid kui £ o #1 [10]. Séltuvalt anomaalse difu-
siooni eksponendi o védrtusest on liilkumine kas subdifuusne, s.t aeg-
lasem kui normaalne difusioon (0 <o <1), voi superdifuusne, s.t kiirem
kui normaalne difusioon (ot >1)[11].

Anomaalse difusiooni nihtust teatakse juba alates turbulentse difu-
siooni kiisitlusest Richardsoni poolt aastal 1926 [12]. Transpordi teoo-
ria raames on seda uuritud alates 1960ndate 16pust. 1970ndate alguses
tehtud eksperimendid niitasid, et laengukandjate lilkumine amorfsetes
pooljuhtides — oluline koopiamasinate ja laserprinterite funktsioneeri-
misel — ei ole kirjeldatav klassikalise difusioonivérrandi kaudu. Eksperi-
mendiandmetega kooskélalise teooria pakkusid vdlja 1975. aastal Scher
ja Montroll. Vastavalt sellele Ioksustatakse laengukandjad amorfses kesk-
konnas lokaalsete defektide poolt; vabanemine toimub mone aja pdrast
tanu termilistele fluktuatsioonidele. Loksustatuse ajad on kirjeldatavad
jaotusega, mille keskmine vidrtus on lopmatu. Sddrane idee ei leidnud
kergesti heakskiitu, kuna tolleaegsete teadlaste maailmapilti ei mahtu-
nud, et jaotus, millel puudub 16plik keskvéirtus, voiks omada fiiiisikalist
tdhendust.

Niilidseks on anomaalset diinaamikat omavate siisteemide loetelu
{isnagi pikaks kujunenud. Lisaks laengukandjate liitkumisele amorfsetes
pooljuhtides on subdifuusse transpordi nédideteks klaasid, tuumamag-
netresonants, difusioon perkolatiivsetes ning poorsetes siisteemides,
transport fraktaalsetel geomeetriatel, tilga diinaamika poliimeerses vor-
gustikus ja DNA lahti pakkimine [11, 13-16]. Superdifusioon voi Lévy
statistika leiab lisaks Richardsoni turbulentsele difusioonile aset ka
poorlevate voolude teatud domeenides, kollektiivse libiseva difusiooni
korral tahkiste pindadel, kihilistes kiiruste véljades, kvantoptikas, {ihe
molekuli spektroskoopias, transpordil turbulentses plasmas ja bakterite
liikumise korral (vt artiklid [11, 13] ja viited seal). Anomaalne difusioon
on oluline veel mitmete teistegi probleemide jaoks fiiiisikas ja keemias,
eeskitt elektrokeemias, geo- ja keskkonnafiiiisikas, bioloogias ja mikro-
bioloogias, meditsiinis, rahanduses ja majanduses, majandusfiiiisikas;
see on iseloomulik enamikele komplekssiisteemidele.
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Transpordi anomaalne iseloom erinevates siisteemides voib olla
tingitud viiga erinevate mehhanismide poolt [10]; nditeks mittehomo-
geense keskkonna voi osakestevahelise interaktsiooni tottu. Ka Browni
liikumise korral nn kammisarnastel struktuuridel 1opmata korgete ning
l6pmata kitsaste piidega on leitud, et transport on subdifuusne ekspo-
nendiga o=0,5. Anomaalne difusioon véib ilmneda ka moningates
Lorentzi gaasides. Naiteks Sinai piljardi korral eksisteerivad piiramatult
pikad rajad, mida mbdda osake v6ib ilma porgeteta vabalt litkuda; tu-
lemuseks on ruutkeskmise koordinaadi kiitumine (§x*(¢)) ~¢Int (eri-
line anomaalse difusiooni juht). Eksisteerivad ka 16plike horisontidega
piljardid, kus jirjestikuste hiipete komplekssete kaugméjuliste korrelat-
sioonide tottu difusioon on sellegipoolest anomaalne. Sageli on ano-
maalse kiitumisega transpordinéhtused diinaamilistes Hamiltoni siis-
teemides, kuna vastav faasiruum voib sisaldada moningaid regulaarseid
struktuure, mis toimivad nagu diinaamilised loksud. Anomaalne difu-
sioon on iseloomulik ka siirdeefektidele.

2. MATEMAATILISED MUDELID

2.1 NORMAALNE DIFUSIOON: UITLIIKUMINE JA
FOKKERI-PLANCKI VORRAND

Nagu mainitud, on normaalne difusioon lisaks paljudele teistele ma-
temaatilistele mudelitele kirjeldatav uitliilkumise mudeli kaudu. Uuri-
des iihedimensionaalset uitliikumist, kus uitleja sooritab hiippeid
konstantse pikkusega Ax, véime sisse tuua vore moiste {x, =iAx}, kus
i=0,+1,42, .. Eeldame, et igas ajaiihikus osake kohal i hiippab kohale
i+1 toendosusega q; ; g, +q; =1. Sarane uitlilkumine vastab iilesum-
bunud liikumisele (s.t inertsiefektid voib jitta arvesse votmata) — ise-
loomulik enamikule bioloogilistest siisteemidest — ning on kirjeldatav
kineetika pohivérrandiga kohapopulatsiooni P(t) jaoks [17, 18]

2 B(1= 811201+ 811P (0)-(8; +81 )LL) W

Z P(t)=1. Kaks esimest liiget vorrandi (1) paremal poolelkirjeldavad P,
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kasvu tinu siiretele kohalt i+1 kohale i ning viimane liige kahanemist
siirete tottu punktist i punkti i1, s.t kineetika pohivorrand on kasvu-
kahanemise vorrand erinevate punktide i toendosuste jaoks. Suurused
g/ on vastavalt kiirused (sagedused) edaspidiseks ning tagaspidiseks
lilkumiseks. Uitliilkumine, mis on kirjeldatav kineetika pohivarrandiga
(1), on Markovi protsess, s.t ta ei soltu sellest, mis toimus ajas varem:
toendosus mingil hilisemal ajahetkel on médratud iiksnes toendosuse
algtingimusega [18-20].

Ruumis pideval piirjubul (Ax—0) ja vélise jou puudumisel ldheb
kineetika pohivorrand (1) iile difusioonivorrandiks toendosustiheduse
P(x,t) jaoks

¢} &
= P(x,t)= Dy—5P(x,1). 2
L (x,1) (2)

Siin D, =k,T'/n on vaba difusiooni koefitsient, T on temperatuur ja 17
hoordetegur, k, on Boltzmanni konstant. Kui uitlejale mojub aga viline
joud f(x,t), avaldub vorrandist (1) saadav pidev vorrand kujul [19]

(5} el filxt) &

gt—P(x,t)-—a;[—T—P(x,r)]+Du az—P(x,t). (3)
Viimane vorrand on tuntud Fokkeri-Plancki vorrandina. Esimene liige
vorrandi (3) paremal poolel on triivi liige ning teine difusiooni liige. On
ilmne, et vilise jou puudumisel Fokkeri-Plancki vorrand (3) taandub di-
fusioonivorrandile (2).

Suunatud iilesumbunud difuusset lilkumist kirjeldav vorrand (3)
pakuti vilja 1914. aastal A. D. Fokkeri viitekirjas; pohjalikumalt késit-
les seda M. Planck 1918. aastal [21]. Oigupoolest esitas Fokker vorrandi
kiiruse jaotusfunktsiooni P(v,t) jaoks. 1915. aastal esitas Smoluchows-
ki sama vorrandi koordinaadi jaotusfunktsiooni P(x,t) jaoks [22] ning
seetottu tuntakse vorrandit (3) ka Smoluchowski vorrandina.

2.2 FRAKTSIONAALNE MATEMAATIKA

Viimase kiimne-kahekiimne aasta jooksul on paljud fintisikud enda jaoks
avastanud, et mitmed siisteemid, eeskiitt need, milles leiab asetanomaal-
selt aeglane difusioon, on histi kirjeldatavad kasutades fraktsionaalset
algebrat [14]. Oigupoolest on fraktsionaalsed integraalid ja tuletised pea
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niisama vanad kui koigile histi tuntud tavaline algebra. Ent méddus ligi
300 aastat, enne kui tinap#eval fraktsionaalse algebrana tuntud mate-
maatika voeti omaks kui fiiiisikas praktiline té6vahend.

Uks viis, kuidas formaalselt sisse tuua fraktsionaalse tuletise moiste,
on lihtuda tiisarvulise astmefunktsiooni korduvast diferentseerimi-
sest:

(o g A m!

dxnx =m i (4)

Suvalise astme p jaoks annab korduv diferentseerimine tulemuse

_d_xu: T (p+1) xhn (5)
dx" T(u-n+1)

kus faktoriaale asendavad gammafunktsioonid. Gammafunktsiooni liht-
saim interpretatsioon on, et ta on faktoriaali ildistus koikide reaalarvude

jaoks, I' (u+1)=uT (1) . Neid kasutades voime suvalist jarku o tuletise
jaoks kirjutada

d" o4 T (u+1) o
dx” TR —cy Y e

Viimane vorrand vastab Riemanni-Liouville'i tuletisele [14]; see on piisav
kisitlemaks funktsioone, mis on arendatavad Taylori ritta.

Uldisem viis tuua sisse fraktsionaalse tuletise moiste kasutab fakti, et
n-indat jérku tuletis on n-kordse integreerimise pordtehe:

(6)

i Y- = 1 i alwa AL
LI 0y, oy = s ) f My o )
On ilmne, et see samasus on rahuldatud kohal x=a, ning ei ole raske
niiha, et tuletised samasuse molemal poolel on vordsed. Viimase avaldi-
se iildistus lubab meil defineerida o.-ndat jirku fraktsionaalse integraali

D flx)= j;x(x—y)““f(y)dy, xza. (8)

Al
T (o)
Suvalist jirku fraktsionaalne tuletis on defineeritud fraktsionaalse in-
tegreerimise ja jirgneva tavalise diferentseerimise kaudu. a-ndat jarku
fraktsionaalne tuletis on

A dﬂ o1
aD.(: :dxn d=x\ N (9)
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Aja jirgi fraktsionaalsete tuletiste korral voetakse enamasti a=0, mis
vastab siisteemi evolutsiooni algust mérkivale valikule 7=0. Uldistatud
kineetika pohivorrandis ja tildistatud difusioonivorrandis on keskne roll
operaatoril

i 5 ey
i o =D (10)

2.3 ANOMAALNE DIFUSIOON:
AJAS PIDEV UITLIIKUMINE JA FRAKTSIONAALNE
FOKKERI-PLANCKI VORRAND

Anomaalse difusiooni modelleerimiseks on mitmeid erinevaid viise nii
viilise jou puudumisel kui ka olemasolul. Uheks voimaluseks on kasuta-
da ajas pideva uitlilkumise mudelit, viilja pakutud 1965. aastal Montrolli
ja Weissi poolt (23, 24] ning edukalt rakendatud pooljuhtides toimuvat
transporti kisitlevates tdodes Scheri ja Laxi [25] ning Scheri ja Montrolli
[26] poolt. Ajas pideva uitliilkumise mudel baseerub ideel, et ooteaeg 7
kahe jirjestikuse hiippe vahel ning hiippe pikkus A saadakse toendosus-
jaotusest ¢(4,7), mida nimetatakse hiippe toendosusjaotuseks [11]. Jao-
tusest ¢(A,7) saadakse hiippe pikkuste jaotuse jaoks

o(A)= [ 9(A,7)dz (11)
ning ooteaegade jaotuse jaoks
y(0)=/, 9(A,7)d2. (12)

Kui hiippe pikkus ja ooteaeg on soltumatud juhuslikud suurused, siis
hiippe toendosusjaotus faktoriseerub, s.t ¢(A,7)=w(r)p(4). Kui nad
on omavahel seotud (Lévy lilkumine), siis o(A,7)=pA|)y(z) voi
#(A,7)=p(r|A)@(4), s.t antud ajavahemikus uitleja saab libida ainult
maksimaalse distantsi.

Soltuvalt sellest, kas karakteerne ooteaeg

‘T:fomu/(f)rd'r (13)




DIFUSIOONIST JOUVALJADES

ja hiippe pikkuse dispersioon
A= [ p()A* dA (14)

on loplikud voi hajuvad, voib eristada eri tiiiipi uitliilkumise protsesse
[11]. Vaadelgem juhtu, kus ¢(4,7) =y (7)@(A) . Kui nii karakteerne ooteaeg
T kui ka hiippe pikkuse dispersioon A* on loplikud, siis pikas ajaskaa-
las leiab aset normaalne Browni liilkumine. Kui karakteerne ooteaeg 7

hajub, kuid hiippe pikkuse dispersioon A” onloplik, siis pikas ajaskaalas
on lilkumine subdifuusne; protsess ei ole Markovi protsess. Kirjeldades
transporti, voib ooteaegade jaotus tuleneda voimalikest takistustest ja
loksudest, mis viivitavad osakeste hiippeid ning seega toovad liikumisse
sisse miluefektid. Vastupidisel juhul, s.t kui hiippe pikkuse dispersioon
A? hajub, ent karakteerne ooteaeg 7 onloplik, leiavad aset Lévy lennud
(superdifusioon). Juhul kui mélemad, nii karakteerne ooteaeg 7 kui ka
hiippe pikkuse dispersioon A* hajuvad, leiab aset konkurents pikkade
peatuste ning pikkade hiipete vahel. Uldiselt tekitavad pikad hiipped ja
pikad ooteajad siisteemis milu, s.t uitleja kditumine on méaratud piki-
mate hiipete voi pikimate ooteaegade poolt. Kokkuvottes, ajas pideva
uitlilkumise mudel pakub mitmekiilgseid voimalusi kirjeldamaks ano-
maalset difusiooni.

Jargnev keskendub subdifuussele reziimile. Nii nagu iihedimensio-
naalse uitliikumise korral, eeldame ka siin, et osake kohal i hiippab
toendosusega q; (g, +q, =1) kohale i+1, ent seda mitte igas ajaiihi-
kus, vaid juhusliku ooteaja 7 jérel. Juhuslik aeg 7 saadakse ooteaegade
jaotusest (), mille karakteerne ooteaeg 7" hajub. Sédérane ajas pidev
uitliikumine on kirjeldatav iildistatud kineetika pohivorrandiga Py(f)
jaoks [24]

a t + f r - ' ]
5’;2(” :_/;J { H(t_t )Pi—l(t )+K1+1 U_t )Pm (t )

K (t-1)+ K (-1 | P(e)}ar; (15)
siin K (¢) on tuum. Vorrandis (15) olevas integraalis esindavad tuuma
funktsioonid K[,(¢—t") (positiivseid) panuseid 6P(t)/ot jaoks tingi-
tuna sellest, et osakesed, mis mingil eelneval ajahetkel t', 0<t'<t, kii-

lastavad kohti iF1, ootavad seal ajavahemiku 7=¢~-t' ning hiippavad
seejirel ajahetkel ¢t kohale i. Samas K[ (t—t') esindavad (negatiivseid)
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panuseid tingituna sellest, et osakesed kohalt i, kuhu nad saabusid min-
gil eelneval ajahetkel ', hiippavad hetkel ¢ kohale i+1. ) .

{lheks voimalikuks ooteaegade jaotuse valikuks on Muag-Leerrl
jaotus, mis argumendi vaikestel vairtustel on eksponentsiaalne'mng
suurtel vaartustel omab astmelist soltuvust; o = 1 korral liheb Mittag-
Leffleri jaotus iile eksponentsiaalseks jaotuseks ning tegemist on nor-
maalse difusiooniga. Kasutades Mittag-Leffleri jaotust saame vastav.alt
{ildistatud kineetika pohivorrandilt iile minna fraktsionaalsele kineetika

pohivorrandile [27]

"aﬁ('ﬂ:nb:ru [g;;l I)ifl(t)+gi_+] Rn (t)_(g; "“g;)Pr(t):l; (16)
ot

siin suurused g on fraktsionaalsed kiirused (sagedused). Rjemafl-ni-
Liouville'i fraktsionaalse tuletise integro-diferentsiaaloperaator mojub

{ildisele ajafunktsioonile () jirgmiselt [11, 14, 28]:

NG e L) a7
L' (o) 28d° e A

Laplace'i teisenduse meetodit kasutades on voimalik niidata, et fraktsio-
naalset kineetika pohivorrandit (16) voib esitada ka kujul [29]

sDit )=

DR (1)=8t1 P () + 8o P () -(81 +87 ) B(D), (18)
Jus siimbol D¢ tahistab Caputo fraktsionaalset tuletist [28],

o -~ _1__ t ’__1_ra_ 0 19
T iy fy ' Gt (19)
Vorrand (18) on formaalselt viga sarnane uitliikumist kirj eldlava.le kinee-
tika pohivorrandile (1), selle erinevusega, et tavaline tuletis aja suhtes
a/at on asendatud fraktsionaalse tuletisega (19).

Sarnaselt normaalse Browni lilkumise juhule saab fraktsionaalsest ki—‘
neetika pohivorrandist tuletada fraktsionaalse Fokkeri-Plancki vorrandi

(11, 30, 31]

DfP(x,t):\:—ﬁ—M+Ka g;z-}p(x,r); (20)

ox 17

viimase vorrandi voib viia ka kujule
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B ) DR D 8
atp(x’t)_"D‘ [ e +Kuax2:|P(x,t). (21)

o
Siin x, tdhistab anomaalse difusiooni koefitsienti dimensiooniga [m*s™ |
ning 1, tdhistab tildistatud hoordetegurit dimensiooniga [kg s**]. Need
kaks suurust on omavahel seotud iildistatud Einsteini seose kaudu,

Maky SRR (22)

Olgu siinkohal mainitud, et vottes arvesse ka mittelokaalse hiipete statis-
tika, s.t eeldades, etnii 7 kuika A® onlopmatud, saadakse fraktsionaal-
ne Fokkeri-Plancki vorrand kujul
%P(x,t) i B [—%% +x8 v }P(x,t) ; (23)

siin V# =¢" /8| x|" on Rieszi fraktsionaalne tuletis ning fraktsionaalse
difusiooni koefitsiendi x dimensioon on [m*s™]; 0<u<2. Operaa-
tor 015,‘"“ on seotud hiipetevaheliste ooteaegade astmelise toendosus-
jaotusega, kuna aga V" on seotud hiippe pikkuste astmelise jaotusega.
Vorrand (23) kirjeldab seega konkurentsi subdifusiooni ja Lévy lendude
vahel. =2 korral saadakse vorrandist (23) vorrand (21).

Markovi Lévy lendude korral, s.t oe=1 jaoks, ldheb vorrand (23) iile
vorrandiks

ARG N P
é_gp(x,t)_li Ao +xHV }P(x,t), (24)

siin on fraktsionaalse difusiooni koefitsiendi x* dimensiooniks [m*“s™].
Tdhelepanu védrib, et Lévy miira mojutab iiksnes difusiooni liiget, samas
aga hiipetevahelised pikad ooteajad omavad moju nii difusiooni kui ka
triivi litkmele.

Fraktsionaalsed vorrandid tildistavad normaalse difusiooni teooriast
teada olevad vorrandid, vottes arvesse mélu efektid nagu néiteks polii-
meeride venitamine ning siigavate 16ksude hoivamine laengukandjate
poolt amorfsetes pooljuhtides. Sddrased iildistatud vorrandid lubavad
firtisikutel kirjeldada kompleksseid siisteeme, milles leiab aset anomaal-

]
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ne diinaamika, sarnaselt lihtsamatele siisteemidele, kus toimub nor-
maalne difusioon.

3. NORMAALNE DIFUSIOON JA
PERIOODILISED JOUVALJAD

Perioodilistel potentsiaalidel toimuva Browni liikumise uurimine ldhtub
kiisimusest, kas Browni liikumist on vdimalik muuta kasulikuks tooks.
Algne idee pakuti vilja Smoluchowski poolt 1912. aastal [32] nin.g seda
arendas edasi Feynman [33]. Tanapdeval Smoluchowski-Feynmani ham-
masrattana tuntud Smoluchowski ja Feynmani mottelise eksperimendi
peamiseks koostisosaks on telg, mille iihes otsas on tilvikud ning teises
otsas asiimmeetriliste hammastega hammasratas ning porklink (joonis 1).
Kogu seade on iimbritsetud gaasiga, mis on soojuslikus tasak'aah.l.s. Kui
kirjeldatud seade saaks vabalt poorelda, siis sooritaks ta tiivikuid lu‘kgma
panevate gaasi molekulide juhuslike porgete tottu piaorlevat Browni liiku-
mist. Kuna aga porklink tokestab telje pddrded iihes suunas, kuid lubab

Joonis 1: Smoluchowski-Feynmani hammasratta ja porklingi seade.
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teises suunas, siis tundub iisna loomulikuna, et keskmiselt toimub siiste-
maatiline podrlemine iihes suunas, isegi kui rakendada vaikest koormust
teises suunas [34]. See aga oleks vastuolus termodiinaamika teise seaduse-
ga (vt artiklid [33, 35]).

Smoluchowski-Feynmani hammasratta realiseerisid eksperimentaal-
selt molekulaarsel skaalal Kelly, Tellitu ja Sestelo [36, 37]. Tuumamag-
netresonantsi eksperimentides leidis kinnitust ennustatud pdédérlemise
eelistatud suuna puudumine soojuslikus tasakaalus.

s “I-Iammasratta ja porklingi seadme tdpne modelleerimine ning ana-
liitis on iisna keeruline, seda eriti mikroskoopilisel tasemel [34]. Ent me
voime keskenduda tunduvalt lihtsamale matemaatilisele mudelile, mis
sdilitab peamised kvalitatiivsed omadused ning on formuleeritav Brow-
ni liitkumisena ithedimensionaalsel ruumiliselt perioodilisel potentsiaa-
lil U,(x)=U,(x+L), kus L on periood.

Browni liikumine perioodilistel struktuuridel on saanud oluliseks
mitmete probleemide késitlemisel fiilisikas, olles huvitav nii tehnoloo-
gilisest, eksperimentaalsest kui ka teoreetilisest aspektist, ning on olnud
intensiivsete uuringute objektiks juba mitmeid aastaid [19, 38-40]. Li-
saks reaalsete Browni osakeste kirjeldamisele on probleemid, mis on
seotud normaalse difusiooniga perioodilistel potentsiaalidel, olulised
!ca mitmetes muudes kontekstides nagu néiteks tili-ioonjuhid [41-43]
ja fluksonite liikumine tilijuhtides [44], Josephsoni kontaktid (45, 46],
aatomite ja molekulide difusioon kristalli pinnal [47-51], osakeste eral-
damine elektroforeesi teel [52], podrlevad dipoolid vilistes viljades
[53], molekulide pdorlemine tahkistes [54], moodide stinkronisatsioon
lasergiiroskoopides [55], plasmakiirendid [56], aga ka bioftiiisikalistes
protsessides nagu neuronite funktsioneerimine ja rakusisene transport
[57, 58].

Uheks olulisemaks probleemiks kaasaegses nanotehnoloogias on,
kuidas manipuleerida viikeste osakestega teostamaks ettemédératud
operatsioone. Niiteks on kristalli pinnale absorbeerunud aatomite lii-
kuvus ja difusioonikoefitsient kontrollitavad rakendades deterministlik-
ke joude [59, 60]. Vahetu manipuleerimise meetod seisneb konstantse
lokaalse elektrivilja rakendamises skaneeriva tunnelmikroskoobi tera-
viku abil [61-63]. Valitud laenguga ad-aatom voi ad-molekul liigub siis
elektrilise jou suunas; neutraalsed osakesed suunatakse tugevama vélja
piirkonda tekitatud polarisatsiooni tottu [64, 65]. Seda probleemi v6ib
modelleerida Browni liikumisena kallutatud perioodilisel kahedimen-
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sionaalsel substraadil, mille v6ib taandada ithedimensionaalseks siis-
teemiks. Lisaks sellele niitele on veel rida teisi fiiiisikalisi ja bioloogilisi
stisteeme, kus osakeste diinaamika on loomulikult taandatav diinaami-
kaks ithedimensionaalsetel substraatidel. Aktuaalsetest probleemidest
voib niiteks tuua kolloidid [66, 67] voi kiilmad aatomid [68, 69] optilistes
loksudes, iilijuhtivad poorised litografeeritud jilgedes [70, 71], ioon-ka-
nalid [72], rakumembraanid [73], tehislikud ning loomulikud nanopoo-
rid [74-77], molekulaarmootorid [78-86] ning dislokatsioonide diinaa-
mika [87-89].

Vaadelgem Browni liikumist iihedimensionaalsel perioodilisel po-
tentsiaalil U,(x). Koormuse puudumisel ning seni kuni soojuslike fluk-
tuatsioonide keskvairtus on null, on keskmine vool null, s.t puudub
suunatud lilkkumine. Samal ajal voivad osakesed miirast tingitud ergutu-
se tottu lahkuda potentsiaaliaugust ning hiipata kas paremale v0i vasa-
kule lihimasse potentsiaaliauku ning aja jooksul lilkuda kaugematesse
potentsiaaliaukudesse. Seega difundeeruvad osakesed piisavalt pika aja
jooksul x-telje molemas suunas. Pikas ajaskaalas voib seda difusiooni
kirjeldada efektiivse difusioonikoefitsiendi kaudu:

D, :

D=e [} jit
fe_guo(_ﬂ Qx_ eﬁuo[,\-') (ibi (25)

0 L 0 L

siin B=(k,T)". Selle tulemuse said koigepealt Lifson ja Jackson [38] (vt
ka artiklid [90, 91]). Vérrandis (25) on nimetaja alati suurem kui 1: see-
ga on iga {ihedimensionaalse perioodilise potentsiaali efektiks tekitada
makroskoopiline difusioonikoefitsient, mis on alati viiksem kui vaba di-
fusiooni koefitsient D,. Kui temperatuur on piisavalt korge, siis perioo-
dilise potentsiaali moju osakestele ei ole oluline ning toimub {ileminek
vabale difusioonile, vt joonis 2.

vilise kallutuse F olemasolul osakesed difundeeruvad eelistatult
kallutuse suunas ning keskmine vool v soltub F viértusest. Kogupo-
tentsiaal U(x)=U,(x)-Fx on laineline tasand, mille kallak on mééra-
tud vilise jou F poolt. {Ulesumbunud reZiimis ning miira puudumisel
on osakeste liikumine sellisel potentsiaalil roomav. Kui kallutav joud F
on piisavalt suur, nii et potentsiaal U(x) ei oma miinimume, liiguvad
osakesed mooda lainelist tasandit alla; tegemist on ladusa reziimiga.
Kui miinimumid eksisteerivad, siis osakesed joudes sinna peatuvad;
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t.egemist on lukustatud reziimiga. Miira olemasolul ei jid osakesed ala-
liselt lukustatud seisundisse, vaid aset leiavad miira poolt aktiveeritud
pogenemised. Keskmiselt leiab seega aset hiipete protsess iihest miini-

mumist teise, madalamasse [19]. Statsionaarne vool on kirjeldatav aval-
disega

LD, (1-e*")

V=
L x+1 i
i 3 7
'/;dxe 4 “‘Jj:_ P\ !

(26)

Sellele tulemusele joudis esimesena Stratonovich [92, 93] ning seda
tuntakse Stratonovichi valemina. Siit on niiha, et F=0 korral v=0,
nagu juba rddgitud. Samuti, vottes arvesse, et F—»oo Korral potentsiaal
U(x)=U,(x)— Fx ~-Fx, saame Stratonovichi valemist

v=Fn" (F—>®), (27)

s.t kallutuse F suurte vddrtuste korral toimub osakeste liikumine nagu
konstantse jou viljas; efektiivne difusioonikoefitsienton D =D, .

1 R, o o G ..I.... ik s -I... e g
S
05,1k
T #
0 i
1 |
0 ] 2 3
ik,

Joonis 2: Efektiivne difusioonikoefitsient D perioodilisel iaali
fus potentsiaalil U, (x) = cos(27x/L) vs.
temperatuur 7. Punktiirjoon vastab vabale difusioonile. ; ; G
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Joonis 3: Liikuvus pivs. kallutay joud F perioodilise substraadi U (x) = cos(2mx/ L) jaoks; eri-
nevad koverad vastavad temperatuuri T erinevatele vidrtustele. Lineaarse vaste reziim on
selgelt nihtav.

Voolu asemel voime uurida ka osakeste liikuvust, mis on defineeritud
jargmiselt:

w=vF™'. (28)

Nagu voib naha jooniselt 3, madalatel temperatuuridel, 7 <1, on osakes-
te liikuvus nullilihedane (lukustatud reziim). Kallutuse kriitilise vidrtuse
juures, kui potentsiaal U (x) kaotab miinimumid, kasvab liikuvus jarsult.
Jou suurte vadrtuste korral on osakese liikumine kirjeldatav g, =n " poolt
(ladus reziim). Korgematel temperatuuridel on iileminek lukustatud re-
siimilt ladusale reziimile vihem jarsk. Vdikeste I vadrtuste korral on lii-
kuvus u kallutusest soltumatu, nagu oodatud lineaarse vaste teooriast.
Analiiiitiline avaldis difusioonikoefitsiendi jaoks perioodilistel po-
tentsiaalidel meelevaldse kallutava jou méjumisel ja meelevaldse tem-
peratuuri jaoks tuletati {ilesumbunud re%iimi juhul alles hiljuti [94-96]
uuendamise teooria lihenduses [97]. Difusioonikoefitsiendi soltuvus
kallutatud perioodilisel potentsiaalil kallutava jou F véidrtusest on il-
lustreeritud joonisel 4. Viikeste kallutuse viirtuste ja madalate tempe-
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T | T T
16 - T=005 — -
7=0.] =—
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Joonis 4: Efektiivne difusioonikoefitsient D kallutatud perioodilisel potentsiaalil [/ (x) =
(x) =

=N COS(Z / ) =) kalluta JOU.d F. Erinev: ve! vastavad tempe ne-
7ex/L Fx vs. V i e ad koverad
P ratuuri T eri

ra}tuuride korral on difusioonikoefitsient maha surutud vérreldes vaba
(:Flf.usiooni koefitsiendiga; lineaarses vastes on difusioonikoefitsient
ligikaudu D(F,T)~k,Tu(F,T) [19]. Kriitilise kallutuse lihedal on vaa-
deldav difusiooni voimendumine [98]; mida madalam on temperatuur,
seda suurem on difusiooni piigi kasv. Suurte joudude korral toimub ﬁle—'
minek vaba difusiooni reziimile.

Artiklites [99-103] on leitud, et transpordi protsessid perioodilistel
substraatidel on viiga tundlikud miira intensiivsuse ja kallutuse suhtes.
Samuti ndidati, et perioodilise potentsiaali kuju mojutab oluliselt stoh-
hastilist transporti.

. Stisteemides, kus saavad oluliseks inertsiefektid, voib miira puudumisel
ilmneda lukustatud lahend, kui miinimumid eksisteerivad. Erinevalt iile-
sumbunud siisteemidest v6ib ilmneda ka ladus lahend, isegi kui potent-
siaal omab miinimume: nimelt kui hoordetegur on piisavalt viike, voivad
osakesed impulsi tottu {iletada potentsiaalibarjdari. Miira olemas::)lu kor-
ral voidakse osakesed potentsiaali miinimumist (s.t lukustatud seisundist)
vilja liitia. Kui hoordumine on piisavalt véike, siis osakesed ei kaota oma
energiat viga kiiresti ning seega ei loksustu jirgmisesse, madalamal asu-
vasse potentsiaaliauku, nagu see juhtub suure hoérde korral. Osakesed
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voivad seega minna ladusasse olekusse ning voivad sinna jadda moneks
ajaks. Kuna aga miira tottu osakeste energia fluktueerub, siis voivad nad
energia vihenemisel taas mone potentsiaaliaugu poolt 16ksustatud saada.
Selle tulemusena voivad osakesed taas olla lukustatud seisundis [19].
Nagu eespool mainitud, on iitheks perioodilisel substraadil toimu-
va Browni liikumise niiteks aatomite ja molekulide difusioon kristalli
pinnal [47-51, 104]. See mehhanism on nii kontseptuaalselt kui ka teh-
noloogiliselt huvipakkuv [105, 106], olles oluline heterogeense tsentrite
moodustumise, kataliiiisi, kile kasvu jne jaoks. Uksikud aatomid voivad
pinnal difundeerudes kohtuda ning moodustada dimeere ja trimeere.
Niiteks pooljuhi Si(100) voi Ge(100) pinnal moodustab suurem osa Si
vbi Ge aatomitest dimeere. Metalli pinnale adsorbeerunud aatomid voi-
vad moodustada ka tihedalt pakitud saarekesi, mis difundeeruvad nagu
tervik [107-117). See tostatab kiisimuse sisemiste vabadusastmete rollist
viiljavenitatud objektide transpordis mikro- ja submikroseadetes.
Artiklites [87, 118] on uuritud kahest harmooniliselt interakteeru-
vast Browni monomeerist koosnevate dimeeride difusiooni kallutatud
perioodilistel potentsiaalidel. Dimeeri transporti uuriti erinevate sides-
tustugevuse ja hoordetegurite viartuste jaoks ningleiti, et keskmine vool
ja difusioonikoefitsient kui kallutuse ning dimeeri pikkuse ja substraa-
di konstandi funktsioon omab keerukat mittemonotoonset kéditumist.
Teise resonantse piigi ilmnemine difusioonikoefitsiendis versus kallu-
tav joud oli vaadeldav suhteliselt viikese hoordumisega siisteemides.
Lisaks dimeeride transpordi kirjeldamisele on antud mudel rakendatav
ka dissotsieerunud dislokatsioonide diinaamika kirjeldamiseks [87-89].
On teada, et ajas varieeruvate potentsiaalide korral ilmnevad Browni
liilkumises mitmed huvitavad néhtused nagu néiteks Browni mootorid,
anomaalne mittelineaarne vaste kditumine ja stohhastiline resonants
(78, 79, 119-121]. Toogem siinkohal néite {imberliilitatavast hammasrat-
tast. Smoluchowski-Feynmani hammasratta korral osakesed liiguvad jou
F poolt madratud suunas; vool puudub, kui F = 0; see on nonda nii siim-
meetriliste kui ka asiimmeetriliste potentsiaalide korral. Lillitades aga
asiimmeetrilist potentsiaali sisse ja vdlja on voimalik teha téod vélise jou
Fvastu. Kuna osakese keskmise voolu soltuvus kallutusest F on tavaliselt
pidev, siis on kvalitatiivse analiiiisi jaoks piisav, kui uurida juhtu F = 0
hammasratta efekti ilmnemiseks on sellisel juhul lopliku voolu v#0
olemasolu F = 0 jaoks. Kui potentsiaal on vélja lillitatud, osakesed difun-
deeruvad vordse tdendosusega paremale ja vasakule. Liilitades mone aja
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pérast potentsiaali sisse, libisevad osakesed allamége, perioodilise potent-
siaali lihima lokaalse miinimumi suunas. Potentsiaali astimmeetria t6ttu
on iga miinimumi algne populatsioon niiiid jaotatud asiimmeetriliselt
ning selle tulemusena leiab siisteemis aset keskmine nihe. Stimmeetrilis-
te potentsiaalide korral ei ole hammasratta efekt vaadeldav. Hammasratta
efekti ilmnemise juures méngib olulist rolli ka potentsiaali liilitamise sa-
gedus ning samuti temperatuur. Astimptootiliselt aeglase liilitamise korral
keskmine osakeste vool v ldheneb nullile, kui F =0, s.t hammasratta efekt
puudub. Kiire liilitamise korral aga pole osakestel piisavalt aega, et levida,
kui potentsiaal on vélja liilitatud, ning nad jddvad seega enamasti potent-
siaali miinimumi asukohta, kus nad algselt olid.

4. ANOMAALSELT AEGLANE DIFUSIOON
JOUVALJADES

Vaadelgem niiiid liikkumist pikkade 1oksustamisaegadega vilises jouvil-
jas. Anomaalne difusioon, mida kirjeldab fraktsionaalne Fokkeri-Plancki
vorrand (21), mojutatud konstantse vilise jou F poolt, on pohjalikult
uuritud ndhtus, mis leiab aset mitmetes erinevates siisteemides. Lahen-
did osakese keskmise koordinaadi ja ruutkeskmise koordinaadi jaoks on

F LT
(x(t)) = (x(0)) +77_u I‘(a—+1)' (29)
2 = 2 i
(8x>(1)y=(6x"(0)) +2x, T BT
+F—[ Sioststlon. o }s (30)
ni| T (2e+1) T*(a+1)
Fraktsionaalne vool on defineeritud kui

0o =T (@D EDD e

Seega kallutatud, pikkade ooteaegadega ajas pideva uitliikumise kor-
ral v, = Fn,'. Vorreldes normaalse difusiooniga sisaldab ruutkeskmise
koordinaadi avaldis lisaks soojuslikule panusele o«ct* ka ballistilist liiget
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o t** Tulemuseks on, et o <1 ei too alati kaasa subdifuusset kéditumist;
kallutuse olemasolul leiab 0,5 <o <1 jaoks aset superdifusioon.

Lopliku kallutuse F korral on ballistiline liige vorrandis (30) vordne
nulliga ainult juhul o =1, mille korral on tegemist normaalse Browni lii-
kumisega. Vorranditest (29), (30) saadakse iildistatud Einsteini seos, mis
on jous mittelineaarne ning kehtib 16pliku hiippe pikkuse Ax jaoks:

(8x* (1)) —(6x*(0)) = Axcoth(FBAx/2). (32)
(x(#))—(x(0))

Piiril F —> 0 liiheb vorrand (32) iile hiisti tuntud Einsteini seoseks (o =1)
K, / 11, (0)= B~ soojusliku difusiooni koefitsiendi

(8" (£)) — (" (0] o

= i 33
K, ‘r(““)]}.i%? 5 (33)
ja lineaarse liikuvuse y, (F=0),
t))—(x(0
'L[G(Flzy?u:r(aq-l) lri'_l;r’}ﬂ))Tjﬂﬁ)_)' (34)

vahel. Sama Einsteini seos kehtib ka subliikuvuse ja subdifusiooni koe-
fitsiendi jaoks iga o<1 korral [122], kuna ballistiline liige ruutkeskmi-
se koordinaadi avaldises (30) kaob F=0 korral; kallutuse puudumisel
ruutkeskmine koordinaat kasvab ajas o t”,

2K,

(8x*(1)) =(3x" (0)) + T (+a)

i (35)

Entiildistatud Einsteini seosega (32) analoogne seos lakkab kehtimast o <1
jaoks igalopliku F viairtuse korral, kuna ruutkeskmises koordinaadis saab
pikas ajaskaalas domineerivaks ballistiline panus. Selle asemel saadakse
vorranditest (29), (30) jirgmine asiimptootiline skaleerimise seos:

y (6x"‘(t))_21‘"‘(oc+1)_1
e By TRo+l)

(36)

See seos ei sisalda enam fraktsionaalseid kiiruseid (sagedusi) ning kehtib
soltumatult kallutuse F véirtusest ja temperatuurist T. Seos (36) saadi
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esmakordselt artiklis [26] konstantses jouvéljas toimuva ajas pideva uit-
liilkumise jaoks.

Nagu ridgitud, on Browni osakeste soojuslik difusioon ruumis pe-
rioodilise jouvilja moju all laialdast uurimist leidnud probleem. Sa-
mas on mitmed bioloogilised ja kondenseeritud aine siisteemid hésti
kirjeldatavad korrapiratutel substraatidel liikuvate osakeste kaudu.
Soltuvalt potentsiaali statistilistest omadustest voib pikas ajaskaalas
aset leidev protsess olla {isna erinev perioodilisel potentsiaalil toimu-
vast [10, 124]. On nididatud, et substraadi heterogeensus voib viia ano-
maalse diilnaamika ilmnemisele [10, 125-127]. Vottes arvesse subdifu-
siooni ning perioodilistel potentsiaalidel toimuva transpordi olulisust
mitmetes rakendustes [11, 79, 128], on artiklites [129-131] uuritud ju-
husliku substraadi ja perioodilise jou koosmoju. Subdifuusset diinaa-
mikat modelleeriti sealjuures juhusliku potentsiaali asemel [10, 125,
132] sobiva pika sabaga ooteaegade toenédosustiheduse kaudu [10,
126, 133].

Artiklites [129, 130] on niidatud, et Stratonovichi lahend (26) stat-
sionaarse voolu jaoks perioodilisel potentsiaalil ildistub subdifuusse-
le transpordile: vaba difusiooni koefitsient D, vorrandis (26) on asen-
datud vaba fraktsionaalse difusiooni koefitsiendiga «,. Lisaks sellele
niidati, et skaleeringu seadus (36) on kehtiv ka kallutatud perioodilis-
tel potentsiaalidel toimuva liikumise korral ning et ta on universaalne
selles mottes, et ei sisalda perioodilist potentsiaali U,(x), kallutust F
ega temperatuuri T. Samuti {ildistati Lifsoni-Jacksoni tulemus (25)
normaalse difusiooni jaoks perioodilisel potentsiaalil [38, 90, 91] ano-
maalselt aeglase difusiooni jaoks, asendades D, -, [131].

Ruumis perioodilistes jouviljades toimuva normaalse Browni liiku-
mise jaoks kehtivate tulemuste iildistumine subdifusiooni juhule kinni-
tab veelgi formaalset analoogiat fraktsionaalse ja normaalse difusiooni
vahel, lisaks formaalsele sarnasusele Fokkeri-Plancki ja fraktsionaalse
Fokkeri-Plancki vorrandite vahel. Ent see formaalne analoogia varjab
méningaid pohilisi fiitisikalisi erinevusi. Nimelt leiab pikkade ooteae-
gadega siisteemides aset ergoodilisuse nork rikkumine [134], s.t iithe
osakese trajektoori keskmistamine iile aja ei ole vordne keskmistamise-
ga iile ansambli; siin ilmneb oluline erinevus normaalse difusiooniga.
Ka paljastavad fundamentaalseid erinevusi anomaalse ja normaalse di-
fusiooni vahel toensosustiheduste ajaline evolutsioon konfiguratsioo-
niruumis ning samuti voolu tdendosustiheduste evolutsioon.
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Artiklis [131] leiti, et pérast sobivat aja skaleeringut tihituvad ano-
maalse ning normaalse siisteemi asiimptootilised tihedused P(x,t)
koordinaadi x jaoks perioodilisel potentsiaalil. Selged erinevused ilm-
nevad ent redutseeritud toendosustiheduste kditumistes vdikeste evo-
lutsiooniaegade korral. P(x,t) ajaline evolutsioon muutub lopliku kal-
lutuse F rakendamisel drastiliselt: kui kallutatud normaalse difusiooni
korral P(x,t) maksimum liigub normaalse, suunatud vooluga, siis ano-
maalsel juhul on domineerivaks ballistiline difusioon, mis jdtab maksi-
mumi esialgse lihedale (méluefekt ilming), vt joonis 5.

Kuigi voolu keskmine véidrtus on antud {ildistatud Stratonovichi vale-
miga nii o =1 kuika o €(0,1) jaoks, siis erinevalt normaalse difusiooni
juhust, anomaalse difusiooni korral on voolu toendosustihedus P(v, )
viga lai [130, 135]. Jaotuse kuju on universaalne selles mottes, et ta ei
s6ltu substraadi potentsiaalist ja temperatuurist, vaid iiksnes kallutusest
ja fraktsionaalsest eksponendist; liilkumisel ainult konstantse jou maoju-
viiljas kehtivad samad tulemused.

Nagu juba mainitud iilalpool, viib Browni lilkumine ajas muutuva-
tel potentsiaalidel mitmete huvitavate fenomenide ilmnemisele. Siit
aga kerkib kilsimus, kas ka anomaalselt aeglase relaksatsiooniga prot-
sesside korral voiksid ilmneda sarnased mitmekiilgsed stsenaariumid.
Tegelikult sisaldub see kiisimus juba esimestes, pooljuhtides toimuvat
laengukandjate liikumist kirjeldavates toodes [133] ning seda on uuri-
tud moningal médral ka hiljem, vt nt [136-140]. Ent fundamentaalsel
tasemel on sellele probleemile tihelepanu hakatud poorama alles
hiljuti; {iliaeglane relaksatsioon ajast soltuvates potentsiaaliviljades on
triviaalsusest kaugel.

Normaalse difusiooni korral kirjeldab Fokkeri-Plancki vorrand (3) lii-
kumist nii ajas muutumatutes kui ka ajas muutuvates viljades. Artiklites
[140-142] on niidatud, et fraktsionaalne Fokkeri-Plancki vorrand kujul
(21) ei ole korrektne ajast soltuva jou f(x,t) korral. Artiklites [141, 142]
on tuletatud modifitseeritud fraktsionaalne Fokkeri-Plancki vorrand
Klassi dihhotoomsete joudude f(x,t)=f(x)5(t), kus E(t)==1, jaoks,
mis muutuvad nii ruumis kui ajas:

g L
%P(xrt3=[‘%ﬂnx—'t)+"a g] B P(x,). (37)

Erinevalt vorrandist (21) ei seisa fraktsionaalne tuletis siin mitte Fokkeri-
Plancki operaatori ees, vaid jarel.
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Joonis 5: Toendosustiheduste ajalised evolutsioonid kallutatud koosinus-potentsiaalil
U(x)=Acos(2nx/L)—Fx normaalse (iilal) ning anomaalse (all) difusiooni jaoks. Reska-
%?eritud temperatuur on k,TA™' =0,5 ning fraktsionaalne eksponent on 0.=0,5 . Kallutav
]9ud on F=0,1xE, ,kus F, =2n AL" onreskaleeritud kriitiline kallutus, mis vastab potent-
siaali miinimumide kadumisele. Ajad ¢ ja t' on seotud ¢'=(t/7,)* /T"(1+0) kaudu, kus
t, =(n,L* / A)"™. Piisavalt viikestel aegadel on normaalse ning anomaalse protsessi toendo-
sustihedused viga sarnased. Suurtel aegadel aga (pikas ajaskaalas) liigub normaalse difu-
siooni téendosustiheduse maksimum suunatud vooluga. Fraktsionaalse difusiooni korral
on osakeste ruutkeskmises koordinaadis valitsev ballistiline panus ning toenédosustihedus

on tiifipiliselt viljavenitatud kallutuse suunas, samas kui maksimum jiib algtingi t
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](?onis 6: Osakeste keskmine koordinaat {x(t)) parameetri r erinevate virtuste jaoks. Jou
aja-perioodid on 7, = 1, fraktsionaalne eksponent on a = 0,5 ja F,/(11,:/x,) = 1 on kasutatud
numbrilistes simulatsioonides. i)
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Artiklites [141, 142] on vaadeldud perioodiga T, ajas perioodilist dih-
hotoomset joudu f(t)==*F,, kus ajart, jooksul perioodist joud on +E,
ja (1-r)t, jooksul perioodist —F, . Joonisel 6 esitatud tulemused naita-
vad, et piiril #—co ilmneb fraktsionaalse kineetika korral ajast sdltuvate
viljade suhtes ,lineaarse vaste surma’ fenomen (tiheldatud ka artiklites
(138, 140]): vahelduvast viljast tingitud ostsillatsioonid hiibuvad mone
aja pirast. Selle tulemuseks on, et keskmise kallutuse puudumisel, pikas
ajaskaalas saavutab osakese keskmine koordinaat konstantse vaartuse,
selle asemel et olla ostsilleeruv, nagu see on normaalse difusiooni kor-
ral. Selline kiitumine kaob, kui ooteaegade jaotus votta draloigatud sa-
baga, mis viib 1opliku esimese momendi olemasolule. Sellisel juhul ilm-
neb subdifuusne kiitumine iileminekuna asiimptootiliselt normaalsele
difusioonile. Keskmise kallutuse olemasolul kasvab osakese keskmine
koordinaat oct”.

Kui ajas perioodilise dihhotoomse jou f(t)=+F, keskvdartus on null,
siis osakeste ruutkeskmise koordinaadi asiimptootiline kiditumine on

o« t*, sarnaselt jouvabale juhule, ent iseloomustatud vaba fraktsionaal-
se difusiooni koefitsiendi k, asemel efektiivse fraktsionaalse difusiooni
koefitsiendiga k” >k, ; normaalse difusiooni korral oleks efektiivne di-
fusioonikoefitsient vordne vaba difusiooni koefitsiendiga. Lopliku kesk-
viidrtusega dihhotoomse jou korral on ruutkeskmise koordinaadi {ildine
lGiitumine sarnane konstantse jou juhuga, s.t ruutkeskmine koordinaat
sisaldab liikmeid oct® ja oct™. Sarnaselt konstantse kallutuse juhule
kehtib asiimptootiline skaleeringu seos (36) (r=0,5, (f [t))TO #0) ruut-
keskmise koordinaadi ja osakese keskmise koordinaadi vahel. See tihen-
dab, et kallutatud difusioon ei ole mojutatud jou poolt. Siin ilmneb oluline
erinevus kallutuseta difusiooniga, kus ostsilleeriv joud tekitab efektiivse
difusioonikoefitsiendi suurenemise vaba difusiooni koefitsiendi suhtes.

5. LOPETUSEKS

Kiesolevas tods on antud lithike iilevaade erinevates jouviljades toimu-
vast normaalsest ning subdifusioonist. Samuti on kirjeldatud uitliikumi-
se ja erinevaid ajas pideva uitliikumise mudeleid ning vastavaid pidevaid
vérrandeid. Uurides difusiooniprotsesse on oluline silmas pidada, etiga-
suguse suuruse levimist, mis on kirjeldatav difusioonivorrandiga voi uit-
liikumise mudeliga (ntimpulss, ideed, hind), voib nimetada difusiooniks.
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Seega leiavad difusiooniprotsessid aset ning on olulised lisaks fiiiisikale,
keemiale ja bioloogiale ka sadrastes valdkondades nagu geneetika, ma-
jandus, rahandus, arvamuste diinaamika, lingvistika (keelte evolutsioon
ning levimjne), populatsioonidiinaamika ja teistes komplekssetes siis-
teemides. Uks vorrand voib kirjeldada mitmeid probleeme; sama algorit-
mi kasutades (voi seda veidi modifitseerides) voib modelleerida végagi
erinevaid siisteeme.

Kéesolev artikkel on valminud sihtfinantseeritava projekti SF0690030s09,
Eesti Teadusfondi grandi 7466 ja projekti FISICOS (FIS2007-60327) toetusel.
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