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Continuando con la pequefia serie
que anunciabamos en el nimero
anterior, en éste presentamos dos arti-
culos sobre generacion de nimeros ale-
atorios. Por un lado, Raal Toral nos da
un (inevitablemente) breve resumen de
lo que se sabe sobre el tema; por otro,
Santos Bravo Yuste y Héctor Sanchez

Pajares nos ponen un ejemplo muy sor-
prendente de como los generadores de
nGmeros aleatorios pueden jugarnosla
de manera muy sutil. Creo que no nece-
sito recalcar la utilidad que ambos tra-
bajos, de caracter muy practico, pueden
tener para los lectores de REF que se
“ensucian las manos” con este tipo de

simulaciones o que quieran empezar a
hacerlo. Para el préximo nimero con-
cluiremos la serie hablando sobre los
efectos constructivos, ordenadores, del
ruido.

Archivo de la seccion:
http://gisc.uc3m.es/fisica_y computacion

Un verdadero niimero aleatorio es
el producido por un proceso aleatorio
natural: una desintegracion radiactiva,
por ejemplo. Asi, el ntimero de electro-
nes emitidos por unidad de tiempo por
una sustancia radiactiva beta sigue una
distribuciéon de Poisson, y el tiempo
entre emisiones consecutivas de dos
electrones sigue una distribucion expo-
nencial. Seria facil utilizar estas dos
distribuciones para generar cualquier
otra, continua o discreta, necesaria en
la simulacién de ecuaciones estocasti-
cas o cualquier otro proceso que los
requiriera. Sin embargo, es obvio que
esto es algo claramente ineficiente y
que necesitamos de algin algoritmo
facilmente programable que nos permi-
ta obtener los numeros aleatorios nece-
sarios de una manera rapida y, a la vez,
precisa. Aqui nos encontramos con una
contradiccion que a, la larga, resulta ser
una ventaja: no es posible escribir un
algoritmo de ordenador que nos dé
numeros realmente aleatorios. Por defi-
nicién, un nimero aleatorio es impre-
decible, mientras que el resultado de un
programa de ordenador es reproduci-
ble: cada vez que corramos el progra-
ma obtendremos los mismos resulta-
dos. Es claro que, al menos en la fase
de desarrollo de un programa, es con-
veniente tener un algoritmo que dé
siempre los mismos nimeros aleatorios
si no queremos volvernos locos bus-
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cando errores que dan resultados no
deseados. En la fase de produccion del
programa, uno podria pensar que es
conveniente introducir un elemento de
aleatoriedad en el programa y a veces
se utiliza un proceso fisico subyacente,
siendo el ejemplo més utilizado el de
una variable que dependa del tiempo
que lleve la maquina en funcionamien-
to. La introduccion de este grado adi-
cional de aleatoriedad no es en general
aconsejable ya que no permite contro-
lar la reproducibilidad de los resultados
(y uno podria acabar publicando los
resultados en el Journal of Irreprodu-
cible Results, véase la pagina web
http://www.jir.com).

Si disponemos de un generador de
nimeros aleatorios u# distribuidos uni-
formemenente en el intervalo (0,1),
podemos generar cualquier otra distri-
bucion de una variable f{x) [1]. No hay
mas que considerar la funcién cumula-
tiva F(x)=J I dx' fix') e invertir x=F- ().
Conseguimos asi que los niimeros x
estén distribuidos segiin la funcién
densidad f{x). En aquellas ocasiones en
las que la inversion de la funcion F(x)
es dificil de hacer de forma analitica
exacta, se puede recurrir a métodos
numéricos suficientemente precisos.
Para distribuciones concretas es posi-
ble desarrollar métodos especificos.
Quizas el mas famoso sea el de Box-
Muller-Wiener para generar nimeros

Los niimeros aleatorios en Sevilla
son una maravilla

aleatorios gaussianos de media cero y
varianza uno. A partir de un cambio a
coordenadas polares es posible demos-
trar que g,, g, definidos por

g, =4-2Inuy, cos(2nu,)
g, =+2Inu, sin(2ru,) M

son nimeros gaussianos independien-
tes (de media cero y varianza uno) si
u,, u, son nimeros independientes dis-
tribuidos uniformemente en el interva-
lo (0,1). Se ha hecho mucho uso de este
método de Box-Muller-Wiener, aunque
es mucho mas eficiente utilizar un
método de inversion numérica de la
funcién cumulativa F(x) que involucra
la funcion error [2]. Un nimero aleato-
rio gaussiano z de media |l y varianza
02 se obtiene mediante la transforma-
cion z=6 x L.

Aunque es usual utilizar la caja
negra que representa el generador de
numeros aleatorios que viene con el
compilador, en la confianza de que
alguien lo habra probado y sera bueno,
la verdad es que conviene desconfiar
(en el otro articulo de esta seccion, de
Santos Bravo Yuste y Héctor Sanchez-
Pajares [3], tendremos ocasién de com-
probar como un generador que ha sido
dado por bueno en muchas ocasiones,
puede darnos resultados tremendamen-
te malos en otras).




Fisica y Computacion

En general, en aquellas aplicaciones
en las que uno quiera ser cuidadoso con
los resultados y sus barras de error, es
necesario tener un completo control del
generador e, incluso, repetir las simula-
ciones con dos generadores distintos
para ver que los resultados coinciden.

Para generar nimeros uniformes en
el intervalo (0,1) se utilizan, casi sin
excepcion, nimeros de la forma u=m;/ M
donde M es un nimero entero suficien-
temente grande y m; € (0,M-1),
i=0,1,2,..., aunque algo mejor es usar
u=(m+0.5)/M que evita que aparezca
el valor #~=0, lo que es conveniente,
por ejemplo, a la hora de usar el algo-
ritmo de Box-Muller-Wiener, donde
hay que calcular In ». Los valores de m;
estan escogidos de manera que los
numeros resultantes u; satisfagan los
tests de aleatoriedad necesarios. Dicho
de otra manera: si a un matematico le
damos una secuencia de nuimeros
Uy, Uy, Uy,... obtenidos de esta manera,
ha de ser incapaz de discernir si los
nimeros son realmente aleatorios o si
provienen de algun algoritmo de orde-
nador. Para satisfacer el requisito m;
(0, M-1) se suele generar mediante
un algoritmo del tipo m,,,=F(m;) mod
M con una funcién F(m) apropiada,
empezando de un numero semilla m,
cualquiera. Hay un famoso algoritmo
desarrollado por von Neumann que usa
M=10%y la funcién F(m)=[m2/100] ([x]
designa la parte entera de x). Este algo-
ritmo es muy malo aunque no sea mas
que por el hecho de que al usar M=104
cualquier secuencia de méas de 104
nimeros consiste necesariamente de
secciones de longitud M repetidas. M
se denomina el periodo del niimero ale-
atorio. Aparte de que el periodo maxi-
mo es tan pequefio, no es raro encon-
trarse con periodos menores o incluso
con puntos fijos m, ;=m;, que hacen que
el algoritmo de von Neumann quede
reducido a una curiosidad historica.

Mejores resultados se obtienen
usando una funcioén lineal F(m)=a m+c
y escogiendo adecuadamente los
numeros M, a y c¢. En la literatura
encontramos valores de a, ¢ y M que
alguien asegura que ha probado y le
van bien (!), todo ello sin demasiada
justificacion. Como minimo, se procu-
ra que el periodo del generador sea
igual al valor maximo M, para lo que es
suficiente que M=2% sea una potencia
de dos, que ¢ sea impar y que a=1 mod 4.
El que M sea una potencia de dos tiene
la ventaja de que la operacién mddulo

es muy rapida de hacer ya que basta
con truncar los primeros bits de la
representacion binaria de m para que-
darse con los b ultimos bits. Valores
dados por ‘“buenos” (con todas las
reservas expresadas con anterioridad)
son, M=232, c=1, g=1812433253. Entre
los fabricantes de compiladores parece
haberse generalizado el uso de M=232,
c=1, a=69069 cuya principal virtud
parece ser la de ser facil de recordar.
Vamos a dar una implementacion

de la funcion rand(iseed) que genera
un numero pseudoaleatorio uniforme-
mente distribuido entre 0 y 1 usando el
algoritmo precedente y utilizando el
que estamos en un ordenador de 32
bits.

function rand(iseed)

parameter (rm=2.0%*32,ia=1812433253, ic=1)

iseed=iseed*ia+ic

rand=rm*(iseed+0.5)

if (rand.lt.0.0) rand=1.0+rand

return
end

Para que este programa funcione es
imprescindible el que el ordenador no
detecte el overflow que puede existir
en la multiplicaciéon entera. Para ello
puede ser necesario darle la instruccion
adecuada al compilador. Cuando ello
no sea posible, es necesario reprogra-
mar el algoritmo usando aritmética real
de doble precison, que tiene la desven-
taja de ser mas lento.

En los ultimos afios se ha venido
generalizando el uso de otra familia de
nimero aleatorios que generan bits ale-
atorios z; = 0,1. Estos algoritmos, lla-
mados FSR de '“feedback shift regis-
ter", estan basados en la relacidn de
recurrencia z;= ¢; z; 1+ ¢, z; ...+ ¢,
z; , mod 2 donde ¢; =0,1 es una con-
junto de » constantes binarias. Es claro
que esta secuencia de z; ha de repetirse
necesariamente después de 27 valores,
de manera que el periodo maximo es
27, Para alcanzar este periodo maximo
se debe verificar que el polinomio
Az)y=1+c| z+c| z2 ++c, 2" no se pueda
descomponer como f(z)=f1(2)f,(2)
(todas las operaciones modulo 2).
Resultados suficientemente buenos se
obtienen tomando la sencilla relacion
de recurrencia z; = z; , + z; , mod (2)
que tiene la ventaja de que se puede
escribir usando la operacién légica “o
exclusivo™ z;=z;_, ® z; , que es extre-
madamente eficiente de implementar
en un ordenador. Una vez hemos con-
seguido una secuencia de M bits alea-
torios, estos se juntan para formar el

nimero m; a partir del cual se obtiene el
namero uniforme ; deseado. La pareja
de valores p=250, ¢=103 estuvo de
moda durante un tiempo y el generador
resultante se bautiz6 como R250. Sin
embargo, se han encontrado algunos
problemas con esta pareja de ntimeros
y se recomienda que se utilice p=1279,
q=418. El periodo de este generador es
21279 = 10385, que es inalcanzable en
cualquier simulacién actual (y futura).

Es conveniente dar un altimo con-
sejo: los nimeros aleatorios generados
mediante un algoritmo determinista no
son nunca perfectos. La obviedad de
que algunos generadores son mejores
que otros tiene una versidon pesimista
compartida por muchos: todos los
generadores son malos, pero algunos
son peores que otros. Siempre existen
correlaciones entre los nimeros gene-
rados por los algoritmos explicados
anteriormente (o por cualquier otro).
Estas correlaciones suelen ser muy
sutiles y aparecer Uinicamente en deter-
minados casos o en problemas con una
dimensidn espacial determinada o para
un tamafio especial del sistema. Por
ejemplo, el teorema de Marsaglia {4]
afirma que existe una dimension d tal
que los numeros aleatorios (u;,",u;. )
generados por los generadores con-
gruenciales o FSR, en vez de llenar el
espacio [0,1]4, caen en un hiperplano
de dimension inferior a d.

Para resumir, permitaseme reco-
mendar que es esencial tener un control
completo del generador usado en nues-
tras simulaciones en vez de confiar en
la caja negra que viene con el compila-
dor. En caso de resultados sospechosos,
hay que comprobar que otro generador
da los mismos resultados.
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