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Uno de los problemas donde la
aportacion del ordenador a la
fisica es mas relevante es el de los efectos
del ruido o desorden. El ordenador ha
permitido descubrir que, contra lo que
uno pudiera pensar, el ruido tiene muchas
veces efectos constructivos, induciendo
orden o facilitando la aparicion de estruc-
turas y patrones. De ello nos hablara Radal

Toral en un articulo préximo, pero dada la
importancia y generalidad del tema, en
este numero nos introduce en los concep-
tos basicos del estudio fisico-matematico
de sistemas desordenados o con ruido.
Espero que esta pequefa introduccion,
ademads de hacernos apreciar las sutilezas
y el interés de esos nuevos fenémenos,
sea de utilidad para muchos lectores que

querrian comenzar el estudio de las
influencias ruidosas en sus trabajos. Por
ello, completaremos este resumen trayen-
do a esta seccion su complemento meto-
dologico: el problema de la generacion de
numeros aleatorigs por ordenador, sobre
la que nos hablaran en el proximo nume-
ro Santos Bravo y el propio Raul Toral.
htttp://gisc.uc3m.es/fisica y computacion

Ruido, mas ruido, por

Napoleon solia afirmar que "la
musica es el menos desagradable de los
ruidos". Sin compartir el escaso interés
musical del emperador francés, si que
tenemos que admitir que el "ruido” es,
en general y como algunas musicas,
considerado algo desagradable que
conviene evitar. Contraponemos la
molestia del ensordecedor trafico de
una ciudad con la tranquilidad del mur-
mullo en el campo, el sonido emitido
por un martillo neumatico con la
armonia de una obra musical, o la alga-
rabia de una reuniéon multidudinaria
con una lectura de poemas. Quiza sor-
prenda saber que en fisica (y no me
estoy refiriendo a la ciencia de la acus-
tica) es comun hablar de "ruido".
Sorprendera menos, dada la introduc-
cion, saber que el ruido en fisica, como
en nuestras ciudades, tiene también, en
general, unas connotaciones negativas.
En este articulo explicaré brevemente
en qué situaciones fisicas aparece
dicho ruido y cémo el uso de ordena-
dores nos ha ayudado grandemente en
la comprension de fenéomenos ruido-
sos. En un articulo posterior discutiré
algunos resultados recientes en los que
la presencia de ruido es, quiza parado-
Jicamente, necesaria para la creacién
de un cierto grado de orden en un siste-
ma fisico.

En la descripcion de un sistema
macroscoépico es imposible incluir
todos sus grados de libertad. Uno de los
ejemplos mas reiterados, y que ha
pasado a formar parte de los libros de
texto, es el de la llamada particula
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browniana [1]. Esta no es mas que una
pequefia (tipicamente de tamafio infe-
rior a una micra) particula que al estar
inmersa en un fluido sigue una trayec-
toria altamente irregular. Una descrip-
cion completa de la dinamica de la
particula browniana requeriria conocer
con toda exactitud el efecto que sobre
ella ejercen las innumerables molécu-
las del fluido, lo que requeriria a su vez
conocer las posiciones y velocidades
de todas esas moléculas. Una tarea cla-
ramente imposible. En una descripcion
puramente macroscopica, tipo fuerza =
masa X aceleracion, incluiriamos el
efecto global de esas moléculas como
un Gnico término dando la fuerza pro-
medio ejercida por el fluido sobre la
particula browniana. La experiencia
nos dice que ese término es disipativo y
puede, en primera aproximacion,
expresarse mediante una fuerza propor-
cional a la velocidad, —y v. Un analisis
mas detallado nos daria la ley de
Stokes para el coeficiente y=61an sien-
do m la viscosidad del fluido y a el
radio de la, supuestamente esférica,
particula. Esta descripcion macroscopi-
ca resulta ser claramente incompleta ya
que predice que la particula acabara en
reposo, en contradiccion con los expe-
rimentos con particulas pequefias.

Un paso intermedio entre la imposi-
bilidad de considerar el movimiento
detallado de las moléculas de fluido y
la descripciéon mediante una Unica fuer-
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za de resistencia viscosa consiste en
incluir en las ecuaciones del movi-
miento un término de fuerza adicional,
(1), de naturaleza aleatoria. Las ecua-
ciones para la evolucién de la posicion
y la velocidad de la particula brownia-
na son:

r=v

mv=F—yv+E() (M

Donde hemos incluido el efecto de
una fuerza externa F pensando, por
ejemplo, en el potencial gravitatorio o
en un campo eléctrico actuando sobre
una particula cargada. El que &(r)=
(E(0,E,(1),E.(1)) sea de naturaleza alea-
toria quiere decir que no intentamos
especificar completamente E7), i = x,
¥, z, sino que nos conformamos con dar
la probabilidad de que la funcion E4?)
tome un determinado valor en el tiem-
po t. En términos matematicos, se dice
que E(7) es un proceso estocdstico. En
el lenguaje usual en fisica, () es un
término de ruido. Al no conocer E(7)
no podemos resolver las anteriores
ecuaciones para la posiciéon r de la
particula browniana y, a lo mas que
podemos aspirar es a dar la probabili-
dad de que r(¢) tenga un valor determi-
nado. Es decir, que r(7) se ha converti-
do también, en nuestra descripcion, en
un proceso estocastico.

El ingrediente esencial para com-
pletar la descripcion de la dinamica de
la particula browniana en términos del
ruido es dar las propiedades estadisti-
cas del mismo. En general, y de acuer-
do con la idea motriz al introducir los
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Figura 1. Trayectoria para una particula
browniana en el plano X-Y obtenida por
integracion de las ecuaciones ??

términos de ruido, no se pretende dedu-
cir a partir de un analisis detallado de
los movimientos de las particulas del
fluido las propiedades estadisticas de
E(r). Utilizando el que E(¢) tiene su ori-
gen en el movimiento de muchisimas
moléculas del fluido e, invocando de
manera vaga la ley de los grandes
numeros [2], se supone que £(7) tiene
una distribucion de probabilidad gaus-
siana, independiente para cada direc-
cion espacial i. En otros problemas fisi-
cos, ¢l ruido puede tener una distribu-
cidon de Poisson, o exponencial, o
dicotémica, etc. Al ser una distribucion
gaussiana, queda perfectamente deter-
minada si damos su valor medio
<E{1)>y las correlaciones <E(NE(L)>.
Como £(¢) representa la parte aleatoria
de la fuerza ejercida sobre la particula
browniana, suponemos que su valor
medio es cero y que las fuerzas en dife-
rentes direcciones espaciales estan des-
correlacionadas. Finalmente, por inva-
riancia bajo traslaciones temporales,
las correlaciones seran inicamente fun-
cién de la diferencia de tiempos:
<& E(1)> = 8,C-0).

Falta ahora por especiticar la fun-
cion de correlaciones C(+') que, de
manera intuitiva, representa la memo-
ria que la fuerza estocastica en ¢ tiene
del tiempo . Esto ha de ser una fun-
cion decreciente que se suele aproxi-
mar por una exponencial

Ct ~1')=—-e 1 (2
21

At se le llama el tiempo de correla-
cion del ruido y € es la intensidad del
ruido. Es usual que el tiempo de corre-
lacién 1 sea mucho menor que las esca-
las de observacion experimental tipi-
cas. Asi, en el caso de la particula
browniana, la escala de 1 es del orden
de 10 8s, que es del orden del tiempo de
las colisiones atémicas, mientras que
una observacion puede durar del orden
de 10-2s 0 mas. En estas condiciones,
es usual aproximar la funcion de corre-
lacién por su limite cuando T — 0 que
no es mas que funcion delta de Dirac:
C(r—1) =€ 8(+1).

A un ruido con estas correlaciones
se le llama ruido blanco, mientras que
si no podemos despreciar el tiempo de
correlacion finito del ruido, se habla de
ruido de color. Estos nombres hacen
referencia a que la transformada de
Fourier de la tfuncion de correlacion de
un ruido blanco es una constante en el
espacio de Fourier de frecuencias,
mientras que la correspondiente trans-
formada en el caso de ruido de color
favorece una determinada frecuencia,
la correspondiente al "color" del ruido.

(De qué depende la intensidad del
ruido? Claramente, cuanto mayor sea
la agitacion de las moléculas del fluido,
mayor sera su efecto sobre la particula
browniana y mayor debera ser la inten-
sidad €. Es claro que este argumento
lleva a que € debe ser una funcion cre-
ciente de la temperatura 7 del fluido.
En Gltima instancia, es la agitacion tér-
mica de las moléculas del fluido la que
produce el movimiento desordenado de
la particula browniana. Este analisis se
ve confirmado si "resolvemos" las
anteriores ecuaciones de movimiento,
lo que se puede hacer en este caso sen-
cillo por tratarse de ecuaciones linea-
les. El "resolver" las ecuaciones, como
se ha dicho con anterioridad, no puede
dar las funciones detalladas r(¢) y v(f) y
a lo mas que puede aspirar es a dar las
propiedades estadisticas de r(7) y v(¢).
El analisis de las anteriores ecuaciones
lineales con ruido blanco lleva a que
tanto r(#) como v(f) son variables alea-
torias gaussianas de media cero y cuya
varianza, salvo términos transitorios
que son despreciables después de un
tiempo o(m/y), es

<r(t)2>:y3§ )=

Si suponemos que la particula esta
en equilibrio térmico con el fluido, ¢
invocando el teorema de equiparticion
de la energia, sabemos que la energia
cinética media es <mv2/2>=3/2 k,T, de
donde obtenemos e=2yk,7T. De esta
manera deducimos que la particula
browniana efectia un movimiento
difusivo con un desplazamiento
cuadratico <r(#)2> = D ¢, con una cons-
tante de difusion D=6k, T/y, un resulta-
do obtenido por primera vez por
Einstein por otros métodos en su céle-
bre articulo sobre el movimiento brow-
niano publicado en su "afio milagroso"
de 1905 [3].

Las ecuaciones para la posicion y la
velocidad de la particula browniana
son un caso particular de las llamadas
ecuaciones de Langevin, cuya forma
general para un conjunto de # variables
X|-esX,, €S!

B=F+ ) G () (4
J=1

donde Fix,...x,) ¥ Gxy,....,x,) son
funciones dadas de las variables del
problema y los términos de ruido &(f)
SON Pprocesos estocasticos gaussianos
de media cero y correlaciones

(e, e, () =2d,8(t 1) (5)

Desde el punto de vista formal, es
usual distinguir los casos de ruido adi-
tivo 'y ruido multiplicativo segin que
las funciones G, sean constantes o no,
respectivamente.

Las ecuaciones de Langevin apare-
cen en innumerables campos y en ver-
siones diferentes. En algunos casos se
puede deducir la forma de las ecuacio-
nes asi como las correlaciones del
ruido (como en el caso de la particula
browniana, donde hemos deducido
e=2vk,T), pero en otros casos se postu-
la que las ecuaciones tienen la forma
(4-5), con una intensidad de ruido que
se ajusta para obtener los resultados
deseados. Un caso particularmente
interesante es el del ruido térmico en
circuitos eléctricos, ruido que tiene su
origen en la agitacion térmica de los
electrones en las resistencias y conduc-
tores del circuito. Este ruido térmico,
del que se han ocupado intensamente
los ingenieros, produce unos elementos
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aleatorios en las tensiones y corrientes
de todo circuito eléctrico que en el caso
de altavoces de audio se manifiestan en
forma de molestos ruidos parasitos. De
aqui el origen de la palabra "ruido"
aplicada a estos términos de las ecua-
ciones.

Otra situacion en la que se incluyen
términos de ruido en las ecuaciones es
el de la emision espontanea de fotones
en un laser. La emision espontanea, por
su propia definicion, no se puede pre-
ver y una opcidn es modelarla median-
te unos términos estocasticos en unas
ecuaciones de Langevin. En una ver-
sidn de esas ecuaciones, se consideran
ecuaciones para el campo eléctrico ‘E
dentro de la cavidad laser y para la
inversion de poblacion N. A las ecua-
ciones de evolucion se les afiaden tér-
minos de ruido cuya intensidad es pro-
porcional a la inversion de poblacion
N. Se han utilizado también ecuaciones
de Langevin para describir el movi-
miento de corrientes de agua en los
océanos. En este caso, el ruido tiene su
origen, entre otras fuentes, en los erra-
ticos vientos que actiian sobre la capa
superficial del agua. Finalmente, men-
cionaré que se han considerado tam-
bién términos de ruido en sistemas
biologicos. Entre ellos, cabe destacar
que se han usado ecuaciones de Lange-
vin para modelar células nerviosas que
estan sometidas a una serie de impulsos
externos entre los que cabe identificar
componentes deterministas y compo-
nentes aleatorias. Un ejemplo concreto
es el de las terminaciones nerviosas de
un tipo de langosta que se activan
mediante las corrientes del agua que la
rodea. Veremos en un proximo articulo
como la capacidad sensorial de la lan-
gosta se ve incrementada en presencia
de términos ruidosos en dichas corrien-
tes.

Es conveniente distinguir entre
ruido interno y ruido externo. Es ruido
interno aquél que tiene su origen en la
dindmica microscopica interna del sis-
tema (como la agitacion térmica de los
electrones en un conductor)., En gene-
ral, si el ruido es interno, se puede
suponer que su escala temporal es
mucho menor que las escalas tipicas de
observacion y la aproximacion de ruido
blanco esta justificada. El ruido exter-
no quiere reflejar la influencia de tér-
minos ajenos a la dinamica de un siste-
ma determinista, como la de los errati-
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cos vientos en el modelo de circulacion
oceanica. En muchas ocasiones el
ruido externo puede ser producido por
el experimentador con unas propieda-
des adecuadas. En este caso de ruido
externo es frecuente que los tiempos de
correlacion del ruido no puedan ser
despreciados y tener que considerar un
ruido de color, en vez de la aproxima-
cion de ruido blanco.

A'los que les quede todavia alguna
duda sobre la existencia real del ruido y
de su utilidad en la descripcion dinami-
ca de muchos sistemas, se les puede
despejar si saben que Hewlett-Packard
comercializa unos generadores de
corriente que producen diversos tipos
de tensiones: sinusoidal, diente de sie-
rra, etc. Pues bien, una de la opciones
dice "noise" y es posible, girando un
botén, regular su intensidad. Al menos,
adoptando un punto de vista mercanti-
lista, es claro que algo que se compra
no puede por menos que existir.

Se ha desarrollado un ingente traba-
jo por parte de fisicos, matematicos e
ingenieros en el tratamiento de ecua-
ciones diferenciales con términos de
ruido y es posible utilizar una gran
variedad de métodos analiticos exactos
o aproximados para caracterizar la
solucion del proceso estocastico x(¢)
resultante de resolver una ecuacién
diferencial con términos de ruido. Es
posible con estos métodos obtener las
propiedades estadisticas de x(f), los
valores medios <x,(f)>, los momentos
<x,(#)”> o las correlaciones <x(Dx(1)>.
Sin embargo, lo que estos métodos no
pueden hacer es visualizar la trayecto-
ria, dibujar una grafica de x/(). Es aqui
donde se hace imprescindible el uso de
técnicas numéricas que, necesariamen-
te, requieren el uso de ordenadores.

La dificultad en generar una trayec-
toria consiste en que el término de
ruido, x4(¢), es una funcion definida a
través de sus propiedades estadisticas y
no existe, en general, una férmula
analitica explicita a la que podamos
aplicar las técnicas usuales de resolu-
cién de ecuaciones diferenciales [4].

Podemos resumir diciendo que la
generacion de trayectorias requiere de
técnicas especificas. No es posible
integrar una ecuacion de Langevin
usando los métodos usuales, Euler,
Runge-Kutta, predictores-correctores,
etc. sin ninguna modificacion.

Existe una vasta literatura sobre la
resolucién numérica de ecuaciones de
Langevin y no es posible aqui explicar
en detalle los diferentes algoritmos y su
validez [5]. Sin embargo, no queremos
dejar de explicar las dificultades b4si-
cas que uno encuentra, y dar la forma
del "algoritmo minimo" para integrar
una ecuacion de Langevin de una
variable con ruido blanco

X=F(x)+Gx)E&®)  (6)

de manera que el lector interesado
pueda usarlo para generar trayectorias
y reproducir, si asi lo desea, algunas de
las trayectorias que mostraremos con
posterioridad. La dificultad basica al
usar, por ejemplo, el sencillo algoritmo
de Euler con un paso de integracion :
x(t+h) =x(1) + h x(?), en el caso de ruido
blanco, estriba en que &(¢) es una varia-
ble gaussiana de varianza infinita (este
problema no aparece en el caso de
ruido de color donde, sin embargo,
tenemos el problema adicional de que
el valor de &(7) no es independiente de
valores anteriores &(¢') con 7<f). Esta
dificultad se puede soslayar utilizando
un algoritmo integral x(¢+4) = x(£)+] S
x(¢") dt'. Ahora si que tiene sentido la
integral _[,”h E(#) dr' que es un proceso
gaussiano de media cero y varianza € A.
De manera que, al orden mas bajo, el
efecto del término de ruido es de orden
he | la desviacién cuadratica media
de la integral anterior. Esto contrasta
con el orden % de la parte determinista
del algoritmo, / F(x(¢)). Es por ello que
se hace necesario ir a un orden mas en
el desarrollo de la parte de ruido. Sin
entrar en detalles, daré la receta final:

x(t +h) = x(£) + hE(x(£)) +
+Vhe G(x(1))g(t) + @

+ % G(x(1) G’ (x(1)) g(t)?

que se conoce con el nombre de algo-
ritmo de Milshtein. Aqui g(¢) es un
nimero aleatorio gaussiano de media
cero y varianza uno que se deduce por
alguno de los métodos existentes y que
se explicaran en el numero siguiente.
Mediante este algoritmo aplicado a la
ecuacion para la velocidad v de una
particula browniana y, a continuacién,
usando r (++h)=r(¢)+h v(f) es posible
generar trayectorias, ver figura 1. Esta
figura reproduce perfectamente el
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movimiento errdtico que se puede
observar en los experimentos.

Si identificamos erratico con desor-
denado, podemos observar aqui una de
las caracteristicas principales del ruido:
la de inducir desorden. En un proximo
articulo mostraré que hay situaciones
en las que tener la cantidad precisa de
ruido puede ayudar a inducir orden o a
mejorar la respuesta de un sistema
dindmico a un estimulo externo. Un
resultado ciertamente inesperado, cuyo
estudio detallado no puede llevarse a
cabo sin disponer de la importante
herramienta que constituyen las simu-
laciones por ordenador.
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