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Prefacio

La mayoria de los sistemas utilizados en ingenierfa estdn basados en dis-
positivos que operan en régimen lineal. Sin embargo, en los tltimos 20 afos
ha habido un gran interés en el estudio de sistemas no lineales. Estos sistemas
pueden presentar inestabilidades que en ocasiones lo conducen a un compor-
tamiento aperiédico conocido con el nombre de "caos determinista". La palabra
"caos" se la asocia frecuentemente con una forma de ruido (un comportamiento
a evitar), aunque la senal cadtica presente también un espectro de Fourier an-
cho. Asi, una senal cadtica es una forma intermedia entre una senal periédica y
una senal estocdstica (ruido), y éste cardcter es el que confiere a estas sefiales
cierta utilidad como, por ejemplo, en comunicaciones seguras.

En un primer momento, la mayor parte de los estudios realizados sobre
sistemas cadticos tenfan como objetivo la identificacién de las inestabilidades,
con el fin de evitar el régimen de operacién indeseables del sistema. Sin en-
bargo, el afio 1990 y con la introduccién de los conceptos de control de caos
y sincronizacién cadtica, cambié totalmente esta perspectiva. La demostracién
de que los sistemas cadticos pueden controlarse para obtener comportamientos
prefijados a costa de débiles seniales de control, ha abierto todo un campo de
posibilidades.

Hoy en dia son ya numerosas las aplicaciones de estas ideas; la utilizacién de
circuitos electrénicos para simular comportamientos de procesos fisicos, quimi-
cos, biolégicos, etc. ha tomado un gran auge. La formacién de estructuras
espacio-temporales, la conduccién de impulsos cardiacos, estudios de resonancia
estocdstica o coherente y la sincronizacién de circuitos caéticos con aplicaciones
a las comunicaciones o procesos de reaccién-difusién son algunos de los ejemplos
en los que los circuitos electrénicos han sido utilizados con éxito para estudiar,
comprender y explicar procesos descritos por complejas ecuaciones no-lineales.

Los circuitos se presentan como una herramienta de una gran utilidad para
estudiar una gran variedad de procesos, actuando como complemento entre el
experimento en si y la simulacién numérica por ordenador. Entre las ventajas
que ofrece la simulacién con circuitos se encuentran tanto el alto grado de
desarrollo de componentes electrénicos como el bajo coste (en general) de los
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dispositivos. Y son varios los ejemplos de circuitos electrénicos utilizados para
el estudio de Caos; el sistema de Lorenz, Van de Pol, Fitz Hugh-Nagumo o de
Chua son algunos de ellos.

En particular, este trabajo utiliza el circuito electrénico de Chua operando
en un régimen caético como dispositivo experimental que permite verificar fens-
menos fisicos y pueden ser clasificados en base a dos aspectos. El primero es
la sincronizacién del sistema con senales externas. Esto lleva a la observacién
de fenémenos en los que el elemento estocdstico, el ruido, juega un papel fun-
damental entre ellos: la resonancia estocdstica [a], [b], [¢], la resonancia de co-
herencia [b] y la resonancia fantasma (Ghost stochastic resonance). El segundo
es la sincronizacién entre los propios circuitos de Chua; por un lado, se estudia
la sincronizacién entre tres circuitos de Chua acoplados en una configuracién
de cadena lineal [d] en este caso se observan varios efectos dindmicos de interés.
Por otro, utilizando dos circuitos de Chua mutualmente acoplados, se verifica
a través de una técnica conocida como “the order parameter expansion”: un
comportamiento que puede ser extendido a anélisis de grandes poblaciones [e].

Los trabajos relacionados aquf han sido hechos en el departamiento de Fisica
de la Universitat de Les Illes Balears con el apoyo financiero de la Conselleria
d’Economia, Hisenda i Innovacié del Govern Balear. Han colaborado directa
o indirectamente muchas personas jTengo relacionados 1.535 nombres! pero
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agradecimiento a mis directores de tesis Dr. Claudio Mirasso y Dr. Radl Toral
por la oportunidad de acceder al grupo de Fisica de esta universidad y hacer
posible este trabajo; de la misma forma, agradecer a W. Korneta, Francesco
D’ Ovidio, Silvia de Monte, Javier Martin Buldu, Jordi Garcia-Ojalvo y Os-
car Calvo, la paciencia que me dedicaron en los trabajos que realizamos jun-
tos. También a mis companeros de la universidad, profesores o investigadores:
Emilio Herndndez, Damia Gomila, Victor M. Eguiluz , Roberta Zambrini, Sal-
vador Balle, Maxi San Miguel, Manuel Matias, Pere Colet y en especial a
Alessandro Sciré con el que comparto muchas cosas en comiin, especialmente
la musica.

A los estudiantes de doctorado de la UIB: Raul Vicente, Juan J. Cerd4d, entre
otros; con un guinio especial quiero agradecer a los ex estudiantes y companeros
de piso, ahora Doctores: Yanne Chembo, Marzena Ciszak y Francesco Marino,
por la compania y las inumerables charlas acerca de varios problemas comunes.
Los mismo a los companeros de laboratorio Pascual Lépez y Antonio Pujol.

También es importante para mi mencionar a todos aquellos estudiantes que
han compartido gastos y trabajos en el piso donde viviamos y que no eran
fisicos; tengo buenos recuerdos de Numinato, David, Vibka, Silvio, Sonia y
Pedro; seguramente hemos aprendido bastante los unos de los otros. Tampoco
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olvido a mis amigos m&ds antiguos aqui en Europa, los portugueses Cristina
Copaan, Joao Barcelo, Maria Joao (a Joao), Maria Guedes (a Zeza), Renata
Freitas (Renatinha). En mi estimado Brasil: al brasilerisimo Israel, Denilson,
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incomparable Dr. Wilson (todavia tengo guardado aquel délar).

Terminada la parte de los docentes, ahora llegan los agradecimientos para
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llenado muchos de mis dias: de Sri Lanka, Sanji; de Cuba, Juvenal, de Reptblica
Dominicana, Marty; los mallorquines Josep Francesc, Pere, Xisca, Javier, Ana,
Tano. Por ultimo, pero no por ello menos importante, mi familia, estd de méds
decir la importancia que han tenido y tienen en mi vida: mis padres Jaziel e
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Preface

Most of the systems used in engineering, is based on systems that operate in
linear regime. Nevertheless, in the last 20 years there has been a great interest
in the study of systems nonlinear. These systems can present instabilities that
sometimes lead to the system to an aperiodic behavior known with the name
“determinist chaos”. The word “chaos” is not used here with the usual mean-
ing, that is to say, a noise form (a behavior to avoid), although the chaotic
signal also presents a wide Fourier espectrum. Thus, a chaotic signal is an in-
termediate form between a periodic signal and a stochastic signal (noise), and
this character is the one that confers to these signals its utility, for example in
safe communications

At a first moment, most of the studies made on chaotic systems had like
objective the identification of the instabilities, with the purpose of avoiding the
chaotic regime of operation of the system. In 1990, with the introduction of the
concepts of control of chaos and chaotic synchronization, it changed totally this
perspective. The demonstration of which the chaotic systems can be controlled
to obtain behaviors paid attention at the cost of weak signals of control, has
opened to everything a field of possibilities.

Nowadays the applications of these ideas are already numerous; the use
of electronic circuits to simulate behaviors of physical, chemical, biological
processes, etc. has taken a great height. The formation of space-temporary
structures, the conduction of cardiac impulses, studies of stochastic or coher-
ent resonance and the synchronization of chaotic circuits with applications to
the optical communications or processes of reaction-diffusion are some of the
examples in which the electronic circuits have been used successfully to study,
to understand and to explain processes described by complex not-linear equa-
tions.

The circuits appear like a tool of a great utility to study a great variety
of processes, acting as complement between the experiment in himself and
the numerical simulation by computer. Between the advantages that offer the
simulation with circuits is so much the high degree of development of electronic
components like the low cost (in general) of the devices. And there are several
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examples of used electronic circuits for the study of Chaos such as Lorenz’s
system, Van de Pol, Fitz Hugh-Nagumo and Chua.

In individual, this work uses the electronic circuit of Chua operating in
a chaotic regime like experimental apparatus to the verification of physical
phenomena, that due to the form of experimental verification, can be classified
on the basis of two aspects: First it is the synchronization of the system with
external signals that it takes to the observation of phenomena in which the
stochastic element, the noise, plays a main role: of estocdstica resonance [a], [b],
[c], of resonance of coherence [b] and the missing fundamental (Ghost stochastic
resonance). The second is the synchronization between the own circuits of Chua;
on the one hand, the synchronization between three circuits of Chua mutually
connected in a configuration of linear chain studies [d] where several dynamic
effects of interest can be observed, and on the other hand, using two circuits
of Chua connected globally, it is verified through a well-known technique like
"the to order to parameter spantion": the behavior that can be extended to
analysis of great populations [e].

The works related here have been done in the dependencies of the labora-
tory of Physics of the University from Illes Balears (Spain) with the financial
support of the “Conselleria de Educacié del Govern Balear”. Many people has
collaborated in this work, I have related 1,535 names! but I suppose that they
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to the director of my thesis Dr Claudio Mirasso as well as to the Dr. Raul
Toral by the opportunity to gain access to the group of Physics of this uni-
versity and to make possible this work; of the same form, to be thankful to
W. Korneta, Francesco D’ Ovidio, Silvia de Monte, Jordi Garcia-Ojalvo, Javier
Martin Buldu and O. Calvo the patience that dedicated to me in the works
that we made together. Also to my companions of the university, professors or
investigators: Emilio Herndndez, Damia Gomila, Victor M. Eguiluz, Roberta
Zambrini, Salvador Balle, Maxi San Miguel, Manuel Matias and in special to
Alessandro Scire with which I share many things in common, specially music.

To the doctorate students: Raul Vicente, Juan J. Cerdd among others; with
a special wink I want to thank for to the ex-students and companions of floor,
now Doctors: Yanne Chembo, Marzena Ciszak and Marine Francesco for their
company and debates about several common problems. The same for my friends
of the laboratory Eng. Antonio Pujol Pere and Pascual Lopes.

Also it is important for me to mention all those students who have shared
expenses and works in the floor where we lived and that were not physical; good
memories I have of Numinato, David, Vibka, Silvio, Sonia and Pedro. Either
forgetfulness to my older friends here in Europe, the portuguese Cristina Co-
paan, Joao Bacelo, Maria Joao (a Joao), Maria Guedes (Zeza), Renata Freitas
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(Renatinha). In my dear Brazil: to Israel, Denilson, Ely, Rita, Yamiles, Jose
Roberto and the professors of the University from Amazonas Dr Ivan Tribuzzy,
M. Raffaele Novellino, Dr. Ricardo R Souds and the imcoparable Dr Wilson (I
still have kept that dollar).

Finished the part of the educational ones, now gratefulness for my friends
with who I have shared opera, excursions, and hundreds of discussions about
the most varied subjects; wonderful situations that have filled many of my
days: of Sri Lanka, Sanji; of Cuba, Juvenal, of Dominican Republic, Marty; the
Majorcans Josep Francesc, Pere, Xisca, Javier, Ana, Tano. Finally T want to
mention my family: my parents Jaziel and Tacy, my sisters Eurenice and Euris,
my brother Eurisom and my uncle Eude. And to Isabel who has supported me
and has helped me in the conclusion of this work.
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Parte I

Sistemas dinamicos: sincronizacion de un
sistema caodtico con senales externas






1. Introduccioén

Uno de los principales objetivos del método experimental cldsico es el de
buscar relaciones de tipo causa-efecto en los fenémenos naturales. Newton sin-
tetizé Fisica y Matemadtica, expresando varios problemas fisicos de diferentes
sistemas en forma de ecuaciones "diferenciales" que permiten predecir las suce-
siones de acontecimientos en el discurrir del tiempo. La metodologia de Newton
influencié en el pensamiento de los cientificos durante cientos de anos; bajo sus
leyes, los fenémenos naturales parecian estar limitados apenas por la canti-
dad de informacién acerca del sistema. Estos sistemas descritos a través de
ecuaciones diferenciales son conocidos como "sistemas dindmicos".

Sin embargo, a medida que se profundizaba en los estudios acerca de los
sistemas dindmicos, los cientificos se encontraron con la imposibilidad de re-
solver algunos fenémenos. Durante sus estudios, el matematico Henri Poincaré
(1864-1912) detecté que pequeiias variaciones en las condiciones iniciales de
los pardmetros de ciertas ecuaciones conllevaban a grandes cambios en el final
de un determinado proceso dindmico [1]. Esta observacién es una de las ca-
racteristicas de un proceso dindmico hoy conocido como “caos determinista”;
“caos” porque el comportamiento del sistema es aparentemente aleatorio pero
“determinista” debido a que las ecuaciones que rigen el movimiento son deter-
ministas.

Las implicaciones del descubrimiento de los comportamientos caéticos ob-
servados por Poincaré en los sistemas fisicos, no estaban suficientemente claras
en aquel momento. Aun asi, Henri Poincaré establecié las bases para el es-
tudio del comportamiento caético donde una de las ramas de su estudio, la
observacion del comportamiento global del sistema dindmico, apuntaba hacia
la resolucién de problemas acerca del caos evitando los dificiles anélisis de las
ecuaciones diferenciales en la resolucién de problemas. En las tltimas décadas,
gracias a los ordenadores, ha sido posible también obtener soluciones numéri-
cas de estas ecuaciones. De hecho algunas de las soluciones proporcionadas por
ordenadores fueron conocidas a través del trabajo de Edward Lorenz (1963)

2].
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Lorenz mostré numéricamente que un sistema de ecuaciones dindmicas, con
términos no lineales, podia tener un comportamiento no previsible a largo plazo.
Lo importante de este comportamiento es que aparece dentro de una concep-
cién determinista: en ciertos sistemas no es posible conocer su evoluciéon con
una precisién arbitraria méds alld de cierto punto. El fenémeno que él observé
llevaba la firma del caos. En los ultimos anos, gracias a los numerosos trabajos
acerca de este tema, las investigaciones sobre el caos se han extendido de tal
manera que se han encontrado comportamientos caéticos en muchos tipos de
sistemas tales como: Léseres [3], reacciones quimicas [4], sistemas astronémicos
[5], circuitos electrénicos [6], sistemas biolégicos [7] etc. Los experimentos con
circuitos electrénicos que operan en régimen cadético, han obtenido, particular-
mente, un nuevo impulso en la década de los 90, a partir de los trabajos de
L.M. Pecora y T.L. Carrol que estudiaron las condiciones en las cuales estos
circuitos podian sincronizarse [8].

Para que un sistema dindmico simple tenga un comportamiento imprevisi-
ble, basta incluir en él términos aleatorios. Las primeras ideas de lo que hoy
se denomina "procesos estocdsticos o aleatorios" aparecen a final del siglo XIX
e inicio del XX y los primeros trabajos estuvieron dedicados a estudiar fens-
menos fisicos y tecnoldgicos particulares, dado que en aquel momento, la teoria
cldsica de probabilidades no inclufa estudio de esquemas aleatorios dependi-
entes del tiempo. Un problema de este tipo, que incluye un término "de ruido",
es comun en la naturaleza y abre un campo de estudio extenso que puede ser
considerado como otro problema fundamental de solucién complicada a partir
de los andlisis de las ecuaciones dindmicas. Ese problema habia sido olvidado
por la Mecénica Clasica que se preocupaba solamente de los modelos llamados
"deterministas".

En general, la aleatoriedad es tomada como algo indeseable. Por ejemplo,
desde la creacién de la radio se hace notar en las transmisiones de informacion;
las famosas interferencias del sonido, que en el caso de la radio causaban algunos
trastornos en la recepcién. Este tipo de interferencia fue llamada "ruido" y en
la mayoria de los aparatos electrénicos se utilizan diversos tipos de filtros para
suprimirlos a fin de "mejorar" la respuesta de estos sistemas electrénicos. Siendo
asi, era dificil imaginar que el ruido pudiera beneficiar la respuesta de algin
sistema.

Pero un grupo de cientificos, en 1981, describieron un mecanismo dindmico
en el cual pequenas perturbaciones podrian ser amplificadas por fluctuaciones
ruidosas ambientales [9], [10], [11]. A este fenémeno se le denominé "resonancia
estocdstica ". La resonancia estocdstica, es un fenémeno no lineal que predice
que la detecciéon éptima de una senal débil ocurre en presencia de un cierto
nivel de ruido. Este efecto exige en general tres ingredientes: una barrera de
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activacién energética, o més general, una forma de umbral; una senial de entrada
debil, y una fuente de ruido que puede ser inherente al sistema o externa al
mismo. En general el fenémeno de resonancia estocdstica tiene lugar en sistemas
biestables, aunque también ha sido observado en otros tipos de sistemas tales
como los sistemas excitables.

Uno de los ejemplos de aplicacién de resonancia estocdstica ha sido prop-
uesto por D. Chialvo y colaboradores [12], a un fenémeno conocido original-
mente como "el problema de la fundamental ausente" (del inglés "missing fun-
damental") [13] que en este trabajo serd referida como "resonancia fantasma".
Este problema ha atraido la atencién de cientificos desde el siglo pasado. Bésica-
mente se trata de un proceso por el cual el oido humano puede percibir senales
que no estdn presentes en la serie espectral de la sefial. D. Chialvo y colabo-
radores mostraron, utilizando un sistema excitable, que existe un nivel de ruido
6ptimo para el cual los maximos de las respuestas en su sistema correspondian
a los méximos de probabilidad oidos por el ser humano.

Otro ejemplo de las propiedades beneficiosas de ruido se hace presente en
un fenémeno conocido como "resonancia de coherencia", pero en este caso no
es necesaria la presencia de un sefial externa para que se obtenga una respuesta
coherente en la salidad del sistema [14] , [15] , [16], [17].

Hoy estos temas, caos y aleatoriedad, han dado lugar a las més variadas
investigaciones, habiendo una infinidad de publicaciones sobre los mismos. Es
importante decir que la similitud de la evolucién en el tiempo de los sistemas
cadtico y estocdstico ha estado siempre presente. De hecho, la palabra "caos"
es popularmente usada como referencia a procesos que en realidad son estocéas-
ticos y viceversa. La diferencia entre ellos queda definida por el conocimiento
matemadtico acerca de la evolucién de estos sistemas. Esta similitud, aliada al
control tecnolégico, ha dado lugar a varias posibles aplicaciones para ambos
fenémenos. También es importante mencionar que estos dos fenémenos pueden
coexistir, por lo que se abre la posibilidad de investigacién de fenémenos que
sucedan en un sistema caético bajo los efectos del ruido.

Esta tesis estd dividida en dos partes. En la primera parte de la tesis se
analiza la sincronizacién del sistema con senales externas, teniendo como ob-
jetivo principal analizar los efectos del ruido actuando en un sistema cadtico,
en particular en un circuito electrénico de Chua. En este sistema se analizaran
los tres tltimos fenémenos mencionados: resonancia estocdstica, resonancia de
coherencia y resonancia fantasma. En la se segunda parte de la tesis se estudia
algunos aspectos de sincronizacién entre los propios circuitos de Chua.

En el capitulo 2 se hace una descripcién general del sistema cadtico expe-
rimental y de los métodos utilizados para conseguir las condiciones iniciales
Optimas para observar el fenémeno de resonancia estocdstica. A partir de esta
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descripcién serd posible comprender mejor las relaciones existentes entre al-
gunos de los diferentes pardmetros de control del sistema.

En el capftulo 3 se presentan los principales resultados experimentales
acerca de los fenémenos que serdn estudiados. Una vez verificado el fenémeno
de resonancia estocdstica (apartado 3.2) serd posible hacer un analisis acerca
de la influencia de otros pardametros de control que pueden influir sobre la
resonancia estocastica. Luego serd estudiado el fenémeno de resonancia fan-
tasma (apartado 3.3) y finalmente se observaran algunos de las principales
caracteristicas del fenémeno de resonancia de coherencia en un sistema caético
(apartado 3.4). En el capitulo 4 se mostraran las conclusiones de esta parte.



2. Circuito electréonico de Chua

En este capitulo analizamos la respuesta del sistema de Chua bajo la
variaciéon de pardmetros que priorizamos en las medidas experimentales. Estos
experimentos se utilizan en las comprobaciones de los fenémenos estudiados
en este trabajo. Para los que no estdn familiarizados con el sistema hemos in-
cluido dos apéndices (A y B), que aportan algunos conceptos de los sistemas
dindmicos con especial aplicacién al sistema electrénico de Chua.

2.1 Introduccién

Muchos trabajos acerca de caos utilizan el circuito de Chua como ejemplo
cldsico de un sistema cadtico debido a su robustez, bajo costo y gran varie-
dad de regimenes dindmicos que presenta; por ser uno de los tinicos sistemas
en que el comportamiento cadtico tiene comprobacion tedrica, experimental
y numérica; por ser simple de construir, lo que permite manipular facilmente
algunos de sus pardmetros y mostrar una amplia gama de fenémenos relaciona-
dos con el comportamiento caético. Estos pardmetros pueden ser caracteriza-
dos por los componentes internos del sistemas o, por componentes externos
como senales sinusoidales, cuadradas, triangulares o ruidosas, que pueden ser
facilmente sumadas a él. En este sentido, a medida que ha aumentado el in-
terés cientifico hacia el estudio de los fenémenos caéticos, el circuito electrénico
de Chua ha ido obteniendo una gran importancia como objeto experimental,
siendo utilizado en aplicaciones para analizar los mds variados fenémenos, tales
como: sincronizacién y resonancia de ondas, andlisis de series de tiempos caéti-
cos, andlisis de bifurcaciones y atractores, control del caos; en aplicaciones como
las comunicaciones seguras, sonido y musica, etc, habiendo sobre él numerosas
publicaciones [18].

Pero no todo acerca de este sistema es sencillo. Su propio comportamiento
contrasta con la simplicidad de manipulacién de los pardametros, ofreciendo
nuevas posibilidades de investigacién. Por ejemplo, en un simple experimento
como la interaccién entre una senal sinusoidal y ese sistema caético, los efec-
tos observados en la salida del sistema no estdn totalmente entendidos; su
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investigacién da lugar a nuevas formas de estudios acerca del caos tales como:
eliminacién de caos [19], fenémenos de sincronizacion de fases [20], etc.

Otras posibilidades experimentales aparecen cuando se suma al sistema
una senal ruidosa y sinusoidal al mismo tiempo, que considerando ademads la
dindmica interna del sistema, hace que aumente la complejidad y tipos de com-
portamientos que pueden observarse. Por lo tanto, es justo afirmar que no estéd
totalmente claro lo que podria obtenerse en las salidas del sistema debido al
gran abanico de posibilidades y de fenémenos que pueden aparecer utilizando
los mismos ingredientes. En este sentido, si existe un fenémeno a ser analizado
utilizando este tipo de forzamiento, es importante tener claras las caracteristicas
del fenémeno a estudiar. Tales caracteristicas conducirdn al experimentador a
determinar los pardmetros que serdn utilizados en el sistema experimental para
la observacion de los fenémenos, pero para conseguirlo es necesario conocer al-
gunas de las formas bésicas de respuesta del sistema, bajo la variacién de estos
mismos parametros.

Una de las herramientas usadas en las ciencias para caracterizar un deter-
minado sistema es utilizar su propia respuesta cuando se halla sujeto a pertur-
baciones externas, o sea, observan el comportamiento global del sistema. Una
técnica similar fue usada por Poincaré, la cual ha tenido como principal funcién
prever el comportamiento global de sistemas complejos evitando descripciones
complicadas basadas en las ecuaciones diferenciales [1]. Aqui se actuard de
manera similar para explicar los resultados que se expondrdan més adelante.

En realidad, varios de los efectos de la interaccién del sistema cadtico de
Chua con senales externas sinusoidal y ruidosa son fundamentales en esta parte
del trabajo, y los efectos de la variacién de los pardmetros externos definidos
a través de estas senales servirdn como herramienta de presentacion del fun-
cionamiento del sistema. El método de perturbar y observar el comportamiento
global del sistema a través del espacio de fases es una forma cémoda para definir
y explicar los efectos individuales de cada uno de los pardmetros de control:
la amplitud Ej y frecuencia fy de la senal sinusoidal externa, la intensidad de
ruido externo N y el valor de la resistencia variable R del circuito de Chua,
son los mds importantes. Se confia en que este procedimiento conduzca a una
facil metodologia para explicar las observaciones experimentales.

El circuito de Chua usado en los experimentos puede verse en la fig.2.1 [21],
el funcionamiento del circuito es prototipico para la observacién de fenémenos
de resonancia estocdstica, resonancia de coherencia y resonancia fantasma.

En estos experimentos se utilizé un generador de funcién Hewlett Packard
HP 33120 para generar ruido blanco, una tarjeta de adquisicién de datos digital
de National Instruments NI - DAQ conectada a un ordenador para digitalizar
la senal de salida del sistema con una frecuencia de muestreo suficiente, y
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Fig. 2.1. Diagrama esquemdtico

finalmente, un programa Labview que controlé la placa en modo de adquisicién
continua. Las senales externas fueron guardadas para anilisis de graficas segin
el tipo de fenomenologia estudiada. Las ecuaciones dindmicas que describen
este circuito, pueden ser obtenidas a través de las leyes Kirchoff , y tienen la
siguiente forma

4 — 1y, + E(t)+ N(t)
o= Lip— 55 (Ve—-V1) (2.1)

D= 2o (Vo= Vi) — &g (V)

Aqui g (Vg) es la funcién caracteristica del componente no lineal, conocido
como diodo de Chua [19] (apéndice B). FE(t) = Epsin(2nfot) es la senal
sinusoidal con amplitud Fy y frecuencia fo y N(t) es ruido blanco gaussiano
de media cero y variancia N2.

Para los pardmetros escogidos y en ausencia de perturbacién externa, los
voltajes Vi y V5 oscilan alrededor de un atractor cadtico, el atractor espiral
simple ( del ingles “single scroll”), que se muestra en la figura fig.2.2—a). En
la fig.2.2 —b) se muestra la salida V; en funcién del tiempo. En este caso, la



32 2. Circuito electrénico de Chua

senal oscila con una frecuencia media de f.;, = 2.7kH z, que puede verse como
un pico claro en la transformada de Fourier, fig.2.3.

Bajo el cambio de los pardmetros internos o externos, el sistema puede hacer
excursiones en torno a otro punto fijo, imagen especular del anterior, y de esta
forma es posible observar el conocido espiral doble (del ingles “double-scroll”).
La fig. 2.4 presenta el atractor espiral doble (izquierda), y la salida V; en
funcién del tiempo (derecha).

T T
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Fig. 2.2. a) Atractor tipico del circuito de Chua en ausencia de forzamiento externo
b) Salida Vi como funcién del tiempo.
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Fig. 2.3. Transformada de Fourier de Vi. El pico mds pronunciado estd cerca de
fch = 2.7/€HZ.

Es entre estos dos diferentes regimenes cadticos donde se espera observar
los fenémenos estocdsticos que serdan expuestos méds adelante. De esta manera,
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Fig. 2.4. El atractor espiral doble que presenta el circuito de Chua (izquierda). La
salida Vi como funcién del tiempo (derecha).

considerando el sistema inicialmente sintonizado en los valores de la fig.2.1 se
estudian los efectos de la variacién de los pardmetros a través de la observacién
directa de lo puede ocurrir en las salidas V; y V5 a través del espacio de fases.
Con este anélisis se espera:

a) Explicar el funcionamiento del sistema experimental cuando sus salidas
dindmicas presentan caos, e

b) Identificar relaciones entre los pardmetros de control (R, Ey, fo, N)
cuando éstos operan de forma conjunta para definir los valores éptimos (R, Ej,
an N) .

Es importante recordar que el anélisis de los pardmetros del control, ademas
de ayudar a entender el funcionamiento del sistema, sirve para definir las condi-
ciones iniciales del sistema (pardmetros 6ptimos) que permitiran la verificacién
de los fenémenos aqui relacionados. Debe tenerse en cuenta que algunas ideas
descritas en este capitulo, sélo tendrdn sentido completo cuando se discuta la
fenomenologia en el capitulo 3, donde se expondra la problematica del feno-
meno de resonancia estocdstica; por eso, a medida que se juzgue necesario, se
hardn comentarios acerca de este fenémeno sin su previa definicién; esto servira
para justificar el por qué de determinados andlisis y podré ser utilizado como
referencia para lo que serd explicado en los préximos capitulos. Puesto que la
metodologia de verificacién para las dos otras fenomenologias que seran estu-
diadas son similares a de la resonancia estocéstica, el estudio de los pardmetros
de control servirdn también como puente para abordarlas.

Con estos objetivos los siguientes apartados estdn organizados de la si-
guiente manera: en el apartado 2.2 se analizara la influencia de la resistencia
variable R en la respuesta del circuito de Chua. A partir de este pardmetro se
definird la regién donde las salidas del sistema operan de forma cadtica. En el
apartado 2.3, se considerard la influencia de cambios de la intensidad de am-
plitud Ey y frecuencia fy de la senal externa. Una vez definida la regién de
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trabajo en el apartado 2.3 (regién en que el sistema opera cadticamente), serd
posible analizar la respuesta del sistema bajo la influencia de estos pardametros
de control y, como serd expuesto, este procedimiento conducird a una regién
umbral que servird para la observacion del fenémeno de resonancia estocastica.
En el apartado 2.4 se discutird la influencia del ruido N sobre el sistema. En
él, el andlisis del comportamiento del sistema de Chua bajo variaciones de pe-
quenas intensidades de ruido es similar al anélisis de la intensidad de amplitud
expuesta en el apartado 2.3. En el capitulo 3 se presentardn conceptos de las
fenomenologias y los resultados principales de esta parte del trabajo.

2.2 Resistencia variable del circuito de Chua

El circuito de Chua es un circuito electrénico auténomo que consta de tres
elementos que almacenan energia, dos de los cuales son condensadores “C1”,
“Cy” y el tercero una inductancia “L”. También posee una resistencia lineal
“R” y un componente no lineal “Ng” denominado “Diodo de Chua”. En el
apéndice B y en la referencia [18] se encuentran caracteristicas tipica del diodo,
las ecuaciones del circuito y un diagrama simplificado del circuito de Chua.

La resistencia variable del circuito de Chua R es el dnico pardmetro in-
terno del sistema que se analizé. Uno de los motivos es la facilidad de control
experimental que permite la observacién de una de las rutas tipicas hacia el
caos a través de duplicaciones de periodo. Algunos de los regimenes dindmicos
observados en el oscilador caético de Chua, bajo la variacién de R, se muestran
en la fig.2.5.

La fig. 2.5 describe el comportamiento en el espacio de fases de las salidas
V1 y V4 del circuito de Chua. Los valores de resistencia utilizados se encuentran
en el intervalo, 1.64kf2 < R < 1.76kf2. Se observa que las salidas del circuito
son cadticas para valores de resistencia cercanos a 1.65k£2 (fig. 2.5—d), donde
la estructura del atractor es la del conocido atractor espiral simple, que tiene la
misma estructura del atractor cadtico de Rossler [22]. Vale mencionar que las
lineas de voltage podrian estar oscilando inicialmente en torno del otro punto
fijo imagen especular, a la izquierda del que se mostré en la fig.2.5. En este caso
el atractor serd denominado como el atractor imagen especular del anterior.

De manera global es posible caracterizar los efectos de la variacién de la
resistencia variable R a través de la que se definird como "érbita interna del
atractor", que puede verse en la fig.2.6.

Aqui se llama 6rbita al conjunto de curvas en el espacio de fases que oscilan
préximas a los puntos fijos del sistema; al alejarse la trayectoria del punto
fijo puede generar un salto y los voltajes podrén oscilar en torno del otro
punto fijo P+ (no mostrado en la fig.2.6), dando forma al atractor imagen
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Fig. 2.5. Tipica secuencia de bifurcacién: a) periodo 1 (R = 1.76k(2). b) periodo 2

(R =1.71k$2). ¢) periodo 4 (R = 1.70k{2). d) espiral simple (R = 1.65k{2). e) espiral
doble (R = 1.64k(2).

especular. En general, esta 6rbita aumenta o diminuye al cambiar los valores
de los pardmetros del sistema; este hecho sirve para reconocer si el sistema es
mads o menos estable. Las palabras “estabilidad” e “inestabilidad” se refieren a
la mayor o menor posibilidad de que las lineas que forman el atractor espiral
simple puedan moverse hacia el atractor imagen especular.

Desde un punto de vista global la estructura espiral simple del atractor se
mantiene para pequenos cambios de la resistencia variable del circuito, varia-
ciones entre 1.65k(2 < R < 1.7k{2 (circunstancia que puede ser observada en
la fig.2.7 ).

En la fig.2.7 se debe observar el hecho de que la érbita interna diminuye
a medida que los valores de resistencia diminuyen. En particular, la érbita
interna del atractor para el valor de resistencia R = 1.650k(2, la mds pequena,
indica que el sistema se ha vuelto més inestable, aumentando la probabilidad
de saltos entre los puntos fijos. Esto coincide con lo que se expuso en la figura
fig. 2.5(d—e), que para un valor cercano a 1.64k(2 el sistema bifurca, existiendo
por tanto la posibilidad de moverse sobre el atractor espiral doble.
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Fig. 2.7. Atractor espiral simple sin influencia de forzamiento externo para diferentes
valores de la resistencia variable R = 1.682k(2,1.668k (2, 1650k(2.

En resumen, existen varios valores diferentes para R, para los cuales el
sistema oscila cadticamente y con la misma configuracién global del atractor
espiral simple, pero no todos son adecuados para la observacién de los feno-
menos que se estudiardn. Se utilizard el comportamiento patrén del atractor
caracterizado por su érbita interna para analizar la influencia sobre el sistema
de los pardmetros externos de control: la frecuencia fy, la amplitud Ey y la
intensidad del ruido N. En estos anélisis se usard inicialmente el valor fijo de
resistencia variable R de 1.682k(2, ya que operando sobre este valor el circuito
presenta, en el espacio de fases, el atractor espiral simple. Conviene recordar
que el andlisis del fenémeno de resonancia estocdstica se realiza considerandose
una determinada transicién entre dos estados, asi, el sistema de Chua ofrece dos
estados diferentes que se caracterizan por sus dos formas distintas de atractores
cadticos los cuales se han presentado en este apartado.



2.3 Frecuencia y amplitud 37

2.3 Frecuencia y amplitud

En las verificaciones numéricas o experimentales acerca del fenémeno de
resonancia estocdstica, se ha de garantizar que las transiciones de estado en los
sistemas no sean producidas por la senal sinusoidal externa. Consecuentemente,
se define un umbral para valores de intensidad, por debajo del cual, el sistema
no cambie para ningin valor de la senal externa en ausencia del ruido. El
umbral que se utilizard para analizar los fenémenos en el sistema caético de
Chua, corresponde a la transicién del atractor espiral simple al doble, por medio
de la variacién de la frecuencia y de la amplitud de la senal externa.

Para observar esta forma de control se suma una sefial £ = Fjy sin (27 fot)
al sistema; luego, fijando la resistencia R y frecuencia fy, se varia Fy lo que
inducird al sistema a un proceso de bifurcacién. La variaciéon de Ey permitira
determinar un valor limite de amplitud F\,,x que no inducird la aparicién del
atractor imagen especular; luego, tras tomar nota de este valor, se sintonizard
el sistema a una nueva frecuencia fy de la sefial externa y se repetird el ex-
perimento. El resultado de este procedimiento se halla en la fig.2.8 y en la
siguiente tabla.

| fo (kHz) || Bvaja(mv) | Emedia(mv) || Emax(mo) |
| o2 | 25 | 125 | 250 |
18 [ 25 3.5 | 70 |
| 36 [ 25 | 5.5 [ 110 |

Tabla 1. Variacién de amplitud F para tres valores distintos de frecuencia fj .

En la fig.2.8 la columna 3, representa el comportamiento del sistema bajo
el maximo valor de los pares de intensidad de amplitud Epax = [ 25mV, TmV
, 11mV] al que cada atractor puede llegar sin que se den saltos entre los puntos
fijos, para las frecuencias fijadas en [ 0.25kHz, 1.8kHz , 3.6kH z] respectiva-
mente, como se detalla en la tabla anterior. Esto significa que con un pequeno
incremento en la intensidad de amplitud el sistema se moverd sobre el atractor
espiral doble. La columna 2 muestra el comportamiento del sistema para va-
lores que son la mitad de la intensidad méxima de amplitud. En la columna 1
se utilizé el nivel més bajo de amplitud que admite el generador de senal.

Conviene destacar la particularidad de que a medida que se aumenta la am-
plitud de la senal manteniendo la frecuencia fija, la érbita interna del atractor
se reduce; esta situacién es cualitativamente similar a disminuir los valores de
R del circuito de Chua ( fig.2.7). De la misma forma que 1.654k(2 es un valor
umbral para que no se den saltos entre los puntos fijos inestables, los valores
de Ejy iguales a TmV, 11mV | 25mV son también valores umbrales.
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Fig. 2.8. Espacio de fase Vi y V2 bajo influencia de la sefial externa. El valor de
resistencia fue fijado en R = 1.682K (2.

Esto confirma que la presencia de la senal sinusoidal externa puede inducir
una configuracién global semejante (atractor estable o inestable) a la que se
consigue al variar R , pero, diferentemente de lo que ocurre con la resistencia
donde un solo valor puede representar el umbral, los valores de amplitud y
frecuencia definen puntos umbrales diferentes. Para hacer una identificacién
general de estos puntos basta repetir el experimento utilizando otros valores de
frecuencia y amplitud. El resultado estd representado en la fig.2.9.

En la fig.2.9 estdn representadas las amplitudes umbrales en funcién de
la frecuencia, normalizada por la frecuencia media del sistema que es aproxi-
madamente f., = 2.TkH z. Este resultado determina la regién umbral entre los
atractores espiral simple y doble e indica cuales son los valores de frecuencia
que necesitan menores niveles de amplitud que conduzcan al sistema al punto
de méxima inestabilidad sin que ocasionen saltos entre los puntos fijos. Como
ya se expuso con anterioridad, éstos puntos de maxima inestabilidad se caracte-
rizan por la érbita del atractor espiral simple. Particularmente, las frecuencias
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Fig. 2.9. La mdxima amplitud en funcién de la frecuencia que no permite saltos
entre los atractores dindmicos. La resistencia constante utilizada fue de R = 1.682k(2
El eje de las abscisas estd normalizada por el valor medio de oscilacién del sistema
fen = 2.TkHz.

entre el intervalo 0.5 < fy < 1.5 observados en los puntos de minimo de la
curva (ver panel inferior de la fig. 2.9 ), define un intervalo de resonancia entre
dindmica interna del sistema de Chua y la senal externa, hecho que se caracte-
riza por los menores valores de amplitud necesarios para provocar saltos entre
los atractores. Se puede observar asimismo la presencia de méximos, que indica
que para ciertas frecuencias la amplitud externa debe ser bastante mayor para
provocar saltos.

Debido a que el estudio de resonancia estocdstica utilizando frecuencias del
mismo orden de magnitud del sistema es inusual en la literatura, se estudiara
la posible observacién del fenémeno de resonancia estocastica utilizando fre-
cuencias como fy =0.9kHz,1.8kHz,2.TkHz 4.TkH 2 .

Resumiendo: se ha definido un umbral a partir del estudio de la variacién de
los pardmetros de amplitud y frecuencia de la senal externa, que serd utilizado
en andlisis del fenémeno de resonancia estocdstica. Una de las consecuencias
directas de lo que se ha mostrado es la dependencia del umbral a la frecuencia
de la senal externa, caso contrario a lo que sucede en otros estudios acerca del
fenémeno de resonancia estocdstica, en los que en el umbral no depende de
ésta.
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2.3.1 La accién conjunta entre Ry F(t)

Una de las verificaciones que se debe hacer inicialmente antes de estudiar
el fenémeno de resonancia estocdstica, consiste en precisar si el atractor espiral
simple puede contener las energias de las senales externas para que no se den
saltos entre los atractores cadticos. A través de lo que se estudié acerca de la
dependencia de la dindmica del circuito de Chua bajo las variaciones de los
pardmetros R, Ey y fo , ahora es posible identificar una relacién entre ellos
que defina la condicién inicial del circuito electrénico, representada por R , que
satisfaga la condicién para obtener resonancia.

Se ha visto que para R = 1.64k{2, el sistema se mueve en el atractor espiral
doble atin sin sefial externa ( fig.2.5—e). Para R = 1.65k(2 la 6rbita interna del
atractor espiral simple es inicialmente muy pequena (fig.2.7), de forma que al
sumar una senal externa con frecuencia de fy = 1.8kH z aparecerdn saltos entre
los puntos fijos inestables bajo una intensidad de amplitud tan pequena como
2.5mV. Por lo tanto estos dos valores de resistencias no son adecuados, puesto
que inicialmente hay que garantizar que los saltos no se produzcan debido a la
senal sinusoidal externa. Si la resistencia se establece en R = 1.7k{(2 el hecho de
sumar una frecuencia externa igual a fo = 1.8kH z y al variar F provocara que
el valor umbral sea mucho mayor que 7mV. Se debe tener presente que el valor
de Eg = 7TmV es el valor umbral mostrado en la fig. 2.8 (columna 3) cuando
el sistema opera bajo valores fijos de R = 1.682k(? y frecuencia fy = 1.8kHz.
En este caso la respuesta del sistema puede no maximizar adecuadamente la
senal, como se verd méas adelante.

Por lo tanto al producir cambios en R también se producirdn cambios en
los valores umbrales de Fy y fo y su efecto serd el desplazamiento vertical de
la curva umbral observada en la fig.2.9; esto puede confirmarse repitiendo el
experimento anterior (para Fg y fo) construyendo nuevas curvas bajo diferentes
valores de R.

Debido a lo expuesto con anterioridad, se ha escogido el valor R = 1.682k(?
ya que ha resultado ser el valor adecuado para que se de la condicién de re-
sonancia y serd el que se usard en los procedimientos experimentales para la
observacion de los fenémenos que se estudiardn en los préximos apartados.

2.4 Ruido

La obtencién del ruido blanco con tiempo de correlacién cero y un espectro
de potencia que permanezca plano hasta frecuencia infinita es una idealizacién.
El ruido en sistemas reales siempre tiene un tiempo de correlacién finito y
correspondientemente presenta un espectro no totalmente plano para algunas
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frecuencias. No obstante, el tiempo de correlacién del ruido suele ser muy pe-
queno. Para la realizacion experimental de los diferentes procesos en los que se
involucran las senales ruidosas de ruido blanco gaussiano de media cero se ha
usado un generador de ondas Hewlett Packard HP33120A que es un generador
con un ancho de banda igual a 15MHz. La senal ruidosa que genera es del tipo
gaussiano con un ancho de banda de 10MHz, y puesto que dicho valor es mucho
mayor que el de las frecuencias caracteristicas del circuito oscilador utilizado en
este trabajo, se puede considerar un ruido del tipo gaussiano blanco de media
cero.

En general para la caracterizacion del ruido se utilizan valores estadisticos,
como la desviacién estdndar, y la media aritmética. Este procedimiento para
la caracterizacién del ruido ha sido utilizado en este trabajo.

Desde el punto de vista de causa y efecto de la senal ruidosa sobre el atractor
cadtico, la respuesta del sistema operando solamente bajo un determinado nivel
de ruido presenta algunas semejanzas con la respuesta del sistema operando
solamente bajo los cambios de amplitud de la senal externa. Una de estas
similitudes aparece con la posibilidad de encontrar un valor de la intensidad
de ruido, "valor umbral" validos para tiempos de observacién tipicos, que lleve
al sistema a su punto més inestable; por tanto, valores mayores de este valor
umbral provocardn los saltos entre los puntos fijos inestables (para un tiempo
de observacién no muy largo).

El acercamiento al punto més inestable también puede caracterizarse por
la 6rbita interna del atractor cadtico, que serd cada vez menor conforme se
aumente la intensidad de ruido.

También resulta similar la dependencia de la intensidad de ruido N al valor
de la resistencia variable R del circuito, o sea, para un tiempo dado de obser-
vacion, el valor de la resistencia variable también puede controlar la intensidad
del ruido que serd necesaria para provocar saltos entre los puntos fijos, en el
sentido que el valor de la intensidad de N podré ser mayor o menor dependiendo
del valor de resistencia R.

En el caso de la interaccién del sistema sélo con ruido externo sin senal
periédica externa es posible obtener un fenémeno conocido en la literatura
como “resonancia de coherencia”, en el que un valor de ruido provoca “orden”
en la respuesta del sistema [14], [15], [16].

2.5 Resumen
Bajo anilisis experimental se expuso el comportamiento del circuito en

varios estadios que fueron conseguidos a partir de la variacién de los pardmetros
de control (R, fo, Eo, N).



42 2. Circuito electrénico de Chua

A vpartir de este andlisis fue posible observar los valores de resistencia R
frecuencia fy y amplitud Ey donde el circuito se comporta de manera més
inestable, esta estabilidad se ha definido de forma global, segin la aproximacién
de la 6rbita interna del atractor espiral simple al punto fijo. Por ejemplo, bajo
la influencia de la senal sinusoidal, se utilizé la érbita interna del atractor
para caracterizar los puntos de méxima inestabilidad, entonces se definieron
los valores de los pardametros de control (fo, Eo, R) que seran ttililes para el
estudio del fenémeno de resonancia estocastica.

En cuanto al ruido, principalmente se comenté que, desde un punto de
vista de causa y efecto de la senal ruidosa sobre el sistema, en particular sobre
el atractor cadtico, su comportamiento para valores de intensidad pequena es
parecido a la influencia de la intensidad de la sefial sinusoidal, siendo por tanto
posible vislumbrar un cierto valor umbral, al menos para tiempos de observacién
tipicos. Esto es importante para garantizar que el sistema desde un punto incial
pueda contener las energfas de ambas sefiales externas.

En el siguiente capitulo se presenta la detecciéon experimental de los fené-
menos estocdsticos: resonancia estocdstica, resonancia de coherencia y de re-
sonancia fantasma. Para ello el sistema experimental estard sintonizado en los
pardmetros de control definidos en este capitulo.



3. Observacién experimental de fénomenos
estocdsticos en un sistema caético

En el capitulo anterior se han definido los valores de los pardmetros de
control a través del estudio de la respuesta del sistema. En este capitulo, se
estudiardn los fenémenos de resonancia estocastica y de coherencia que se dan
cuando el sistema estd sujeto a una fuente externa de ruido. También se pre-
sentard una aplicacién a este tipo de resonancia a través de la deteccién del
fenémeno de la resonancia fantasma (“missing fundamental”). Los resultados
serdn expuestos segin cada tema discutido.

3.1 Introduccion

En las ultimas décadas se han mantenido discusiones sobre diferencias y
similitudes entre el llamado caos determinista y ruido estocdstico; han sido de-
sarrolladas nuevas tecnologfas y modelos, a través de los cuales, se han garan-
tizado herramientas que sirven para la caracterizaciéon de estos dos tipos de
comportamientos. En el caso de los sistemas caéticos, los exponentes de Lya-
punov, el mapa de Poincaré, son algunos ejemplos de modelos y métodos para
la caracterizacion del caos; en el caso del aleatorio, el movimiento Browniano
ha sido modelado por las ecuaciones de Langevin e innumerables cientificos
han colaborado en los fundamentos de fenémenos aleatorios y han mostrado,
por ejemplo, la importancia del ruido blanco [23] .

Consecuentemente, fenémenos como el de resonancia estocédstica han al-
canzado cierto grado de importancia cuando la comunidad cientifica ha com-
prendido que un nivel éptimo de ruido puede mejorar la respuesta de algunos
sistemas, contrariamente a lo que se sabia acerca de sus efectos destructivos.
Hay que tener en cuenta que dependiendo del problema tratado los efectos del
ruido pueden no ser eliminados totalmente; el ruido térmico es un ejemplo. A
partir de los trabajos de Poincaré y Lorenz, entre otros, se sabe que los fené-
menos cadticos también estdn presentes en la naturaleza, por lo tanto la idea
de que caos y aleatoriedad coexistan en un mismo sistema y que se pueda ex-
perimentar en un sistema cadtico actuando con ruido es bastante natural y, por
qué no, légico.
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Una de las posibilidades de que caos y aleatoriedad puedan observarse en un
mismo sistema ha sido demostrada teérica y numéricamente por Anishchenko
y colaboradores utilizando el sistema caético de Chua [18], [24].

Para demostrar numéricamente el fenémeno de resonancia estocéstica en el
circuito de Chua, V. S. Anishichenko utiliz6 la condicién de biestabilidad [25],
la relacién senal ruido, histogramas de tiempos y un umbral particular.

El umbral entre los atractores cadticos del circuito de Chua que An-
ishichenko muestra en su trabajo, ha sido conseguido sin ningin forzamiento
externo y ha servido para ilustrar los diferentes comportamientos dindmicos que
pueden detectarse en las salidas del circuito de Chua asi como para definir la
regién de trabajo en que seria observado el fenémeno de resonancia estocdstica,
o sea, la regién entre los atractores espiral simple y doble que estd mostrada en
la fig.3.1; en la figura 3.1 a y B son pardmetros que dependen de los valores
de los componentes del circuito de Chua (apéndice B). Cabe observar que este
umbral es diferente del que se utilizard en este trabajo, el cual ha sido cons-
truido a través de la interaccién entre la senal sinusoidal externa y el sistema
caético, como ha sido representado en la fig.2.9, en el capitulo anterior.
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Las herramientas usadas por Anishichenko fueron las mismas utilizadas
para cuantificar la resonancia estocdstica en otros sistemas tales como: sistemas
climéticos [9], bioldgicos (como percepcién humana de sefnales auditivas [26] o
visuales [27]), o en caracterizacién del fendmeno de resonancia estocéstica en
sistema fisicos, como el caso cldsico del sistema del pozo de potencial [28] etc.

El interés aqui es la verificacion experimental de la resonancia estocdstica
usando el mismo sistema caético utilizado por Anishchenko aunque operando
en régimen distintos, ademds de los fenémenos de resonancia de coherencia y
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resonancia fantasma. La resonancia de coherencia tiene gran similitud con el
fenémeno de resonancia estocastica, con la diferencia que el unico elemento
externo que promueve coherencia en el sistema es el ruido. Tal vez debido a
esta caracteristica, la resonancia de coherencia sea en realidad el tipico ejemplo
de resonancia estocéastica, pues solamente es necesario el ruido externo para
observar que el sistema puede tener un comportamiento m&s coherente. La
resonancia fantasma puede ser vista aqui como una aplicacién del fenémeno
resonancia estocédstica.

Este fenémeno ha llamado la atencién de la comunidad cientifica debido a
sus caracteristicas biolégicas, o quizés psicofisicas, a la cuestién del por qué el
oido humano consigue oir determinadas frecuencias que no estan presentes en la
sefial externa. Es, por lo tanto, un fenémeno atractivo debido al tiempo que hace
que esta cuestién permanece sin respuesta, por su complejidad e importancia.
Pero la intencién aqui no es explicarlo y si senalar que los efectos observados
también pueden ser aplicados al control de los fenémenos de comportamientos
cadticos.

Por tanto en los préximos apartados se muestran las verificaciones experi-
mentales de los fendmenos de resonancia estocéstica, fantasma y de coherencia,
en el circuito electrénico de Chua operando en el régimen caético, de modo que,
los temas que se desarrollan a continuacién estdn organizados de la siguiente
manera: En el apartado 3.2 se estudiard el fenémeno de resonancia estocéstica,
reservando el apartado 3.3 al estudio del fenémeno de resonancia fantasma
mientras que en el apartado 3.4 se estudiard el fenémeno de resonancia de
coherencia.

En la actualidad existen numerosos sistemas, en diversas dreas, donde se
ha observado la resonancia estocdstica y la resonancia de coherencia, y sobre
muchos de estos sistemas existen resultados experimentales, asi como tedricos
0 numéricos, bajo un gran nimero de condiciones. Su observacién experimental
en un sistema cadtico, en particular en el sistema de Chua, es la contribucién
de este trabajo a este tema. Vale remarcar que la resonancia estocdstica se ha
estudiado tipicamente en frecuencias mucho més bajas que la frecuencia interna
del sistema, cuando estos poseen una dindmica interna; en el presente trabajo
la resonancia estocéstica estard sujeta a altas frecuencias, o sea, frecuencias del
mismo orden de magnitud de oscilacién media del sistema de Chua, 2.7kH z.

3.2 Resonancia estocastica en un sistema cadtico
Resonancia estocdstica es un efecto en el cual la respuesta del sistema

dindmico a una perturbacién externa es optimizada por la presencia de un cierto
nivel de ruido. El fenémeno se produce, por ejemplo, cuando una particula en
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un potencial de dos pozos es sometida a una fuerza que oscila en el tiempo. Si
la fuerza no es suficientemente intensa como para sobrepasar la barrera entre
los pozos, entonces la particula sélo puede saltar de pozo a otro mediante un
proceso de activacién térmico (estocdstico). Si la temperatura es muy baja, la
particula permanecerd un largo tiempo en el pozo de partida. Por otro lado,
si la temperatura es muy alta, la particula se difunde como si el potencial no
estuviera presente. Por tanto, deberd existir una temperatura en la cual la
particula salta de un pozo a otro de forma sincronizada con la perturbacién ex-
terna, es decir, una temperatura para la cual la correlacién entre el forzamiento
o senal externa y la respuesta del sistema sea maxima [29]. Experimentalmente,
el fenémeno de resonancia estocdstica fue demostrado por primera vez en un
circuito electrénico conocido como “Schmitt trigger” [30].

Algunos sistemas cadticos también manifiestan ciertas semejanzas funda-
mentales con el modelo del movimiento browniano. De acuerdo con Anischenko
y otros, algunos sistemas dindmicos que bifurcan hacia el caos pueden ser con-
siderados, en un sentido general, biestables [8], [31] . El circuito de Chua es
un modelo de este tipo de comportamiento: a través de la elecciéon adecuada
de parametros en el que coexisten atractores de tipo espiral, al variar la fre-
cuencia de alguna senal sinusoidal externa se puede dar inicio a un proceso de
saltos entre los atractores, y luego, para una frecuencia ain mayor, volver a su
comportamiento espiral simple; este proceso es una caracteristica de biestabil-
idad. La relacién intuitiva de las semejanzas entre el modelo del movimiento
browniano y el modelo caético pueden ser observadas en la fig.3.2, que sen-
cillamente muestra que el atractor puede representar el punto fijo en el modelo
del pozo de potencial.

© d) Time

Fig. 3.2. Relacién intuitiva entre los modelos browniano y caético.
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Una de las formas mds comunes de caracterizar la resonancia estocédstica es
a través de la relacion sefial ruido (SNR) y el resultado tipico, un méximo en
la SNR, se muestra como ejemplo en la fig.3.3.

SMR [ dB ]

.
0 0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4 16
N [¥rms]

Fig. 3.3. Relacién senal ruido (SNR ). Representacion de una curva tipica de re-
sonancia estocéstica.

La curva mostrada en la fig.3.3 indica que la intensidad de la senal au-
menta con la intensidad del ruido hasta que llega a un maximo, que indica la
resonancia méxima entre la respuesta del sistema con la senal de entrada; luego
la intensidad decrece, lo que significa pérdida de resonancia.

En general la relacién senal ruido puede ser definida de varias formas, la
medida méds intuitiva puede ser descrita asf: dada una senal de entrada

s(t) = esin (wot) , (3.1)

la SNR debe medir cudnto contiene la senal de salida y(t) = g(s(t)) a la
frecuencia de la senal de entrada wg, por lo tanto

S (CU(])
N (wo)

SNR x log % x log dB. (3.2)

La potencia S = |Y (wo)|? es la magnitud del espectro de potencia de salida
calculada en la frecuencia de entrada wg. N es el ruido y N (wy) es el espectro
de ruido de fondo calculado en la frecuencia de entrada es algiin promedio de
Y (wo)|? en las frecuencias cercanas [32]. La transformada discreta de Fourier
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Y[k] para kK = 0...L — 1 es una suma ponderada de exponenciales de los ele-
mentos de una secuencia de tiempos discretos {yo, y1...yr—1} de muestras de
la senal de salida

L—1
—2nkt
y k] = Zyte I, (3.3)
t=0

La frecuencia de la senal wg corresponde al kg en la transformada Fourier a
través de la relacién del elemento entero k = LAt fy y wg = 27 fy. De esto resulta
la sefial de salida en términos de transformada de Fourier como S = |Y [ko]|*.
La potencia de ruido N = N [kg] es la potencia media en los puntos adyacentes
ko — M, ...ko —1,ko+1,...kg + M, para algunos enteros M [33], que esta dada
por

M
= o> (1Y o — 41 1Y [Ro ). (3.9)

Jj=1

N

Este resultado esta representado gréificamente en la fig.3.4

Fig. 3.4. Transformada de Fourier generalizada.

La SNR es solamente una de las formas que puede ser utilizada para medir la
resonancia estocdstica, pero la simple inspeccién de la transformada de Fourier
a través de la medida directa del pico a frecuencia correspondiente puede ser
suficiente. Esta forma de medicién, conocida con el nombre de "factor de am-
plificaciéon" 7, también serd utilizada.

Una forma alternativa de caracterizacion de la resonancia estocdstica es usar
la distribucién del tiempo de residencia ¢, y de pulso ¢,, usando un método de
digitalizacién o método de los dos estados; en este método la funcion y(t) (Vi en
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la figura) es sustituida por una secuencia de pulsos cuadrados con amplitud +1
o —1. La senal digitalizada es representada en la fig.3.5 por 6 (t). El tiempo
de residencia t, se define como el tiempo durante el cual el sistema permanece
en un atractor 4+1 o en el atractor imagen —1 . El tiempo medio de pulso ¢,
es el tiempo entre dos transiciones de estado consecutivas, o alternativamente,
la suma de dos tiempos de residencia t, consecutivos en diferentes atractores.
En cualquiera de los casos la resonancia estocdstica ocurre, aproximadamente,
cuando el tiempo medio (¢, , t,) coincide con el periodo de la sefial externa
(1/2fo, 1/ fo) respectivamente.

T

T T T T
0 0.01 002 E[S] 0.03 0.04 006

Fig. 3.5. Serie de tiempos.

En el apartado 3.2.1 se mostraran los resultados principales acerca del es-
tudio experimental de resonancia estocéstica para frecuencias del mismo orden
que la frecuencia interna del circuito de Chua. Como fue mencionado, el estudio
se realizard utilizando los siguientes valores de frecuencia externa fy = 0.9kH z,
1.8kHz, 2.TkHz, 4.7TkHz con R = 1.682k{(2. Una vez verificado el fenémeno,
seran posibles otros andlisis utilizando la variacién de los pardmetros de control
del sistema. Un anilisis de este tipo enriquece el conocimiento acerca del fené-
meno de resonancia estocdstica en este sistema cadtico. Asi, en el apartado 3.2.2
seran estudiados los efectos de la variacion de la amplitud sobre el fenémeno
de resonancia estocdstica y en el apartado 3.2.3, se estudiardn los efectos de
pequenas variaciones de la resistencia R del circuito de Chua sobre el fenémeno.
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3.2.1 Amplificacién de senales deterministas

La resonancia estocédstica a altas frecuencias es la observacion del feno-
meno para frecuencias del mismo orden que la frecuencia interna del sistema
de Chua, f.;, ~ 2.7kH z. El circuito esta conectado como en la fig. 2.1, cuando
el circuito opera bajo la influencia de alguna perturbacién externa V; puede
oscilar aproximadamente entre —6 V' y +6V. El procedimiento experimental,
basado en lo que fue justificado en el capitulo anterior, ha sido el siguiente: se ha
fijado el valor de la resistencia R = 1.682k(2 del circuito de Chua. En ausencia
de perturbacién externa el voltaje V; y V5 oscila alrededor de uno de los puntos
fijos inestables con la frecuencia media de f.p, sin posibilidades de saltos entre
los atractores. Luego se ha anadido una sefial sinusoidal F (t) = Ey sin (27 fot)
con frecuencia fy = 1.8kHz y amplitud Ey ~ 5mV[rms] cercana al umbral,
de modo que la senal por si misma es insuficiente para inducir saltos entre los
atractores cadticos; entonces se ha anadido ruido al sistema y se ha variado su
intensidad hasta el valor de 1.75V [rms]. A través de la adquisicién de las series
de salida V7 se ha calculado la transformada de Fourier correspondiente a cada
valor de ruido V.

El resultado obtenido se muestra en la fig. 3.6(a — d) , que describe
el crecimiento y decrecimiento de la potencia de la senal externa, bajo los
valores de ruido N = 0.0375V[rms|, N = 0.1125V[rms], N = 0.3V[rms],
N = 1.75V[rms], respectivamente . Se observa en la fig. 3.6(b) el aumento de
la potencia para el tercer arménico de la senal de entrada para un valor del
ruido éptimo N = 0.1125V[rms]|. La aparicion de resonancia estocdstica en los
armoénicos todavia no estd totalmente entendida en los sistemas caéticos. En
la fig. 3.6 (¢) se muestra la maxima potencia para la frecuencia fundamental,
que ocurre bajo el valor 6ptimo de N = 0.3V [rms]. Es interesante ver que bajo
el valor 6ptimo de ruido el arménico sufre un decrecimiento considerable, sig-
nificando esto que los niveles de ruido influyen de manera diferente en la senal
y en el sistema. Para una mayor intensidad del ruido externo la potencia de la
senal externa decrece, conforme es mostrado en la fig. 3.6 (d).

A través de la transformada de Fourier se observa que el ruido coopera
con el aumento de la potencia de la senal externa hasta que alcanza un mé-
ximo; N = 0.3V[rms] para el armonico fundamental y N = 0.1V [rms| para
el tercer armoénico. Luego decrece. Este resultado ya caracteriza la resonancia
estocdstica. En la fig. 3.7 se muestran los resultados grificos de la SNR para
la frecuencia fundamental y para su tercer arménico. Puede observarse en la
curva un maximo en el SNR es la firma del fenémeno de resonancia estocdstica.

Estos resultados evidencian que el fenémeno de resonancia estocéastica, ca-
racterizado por el aumento de la potencia de la sena externa observado en la
salida del sistema, puede darse en un sistema caético operando bajo un valor
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Fig. 3.6. Espectro de potencia para cuatro series de la sefial de salida del sistema

bajo los valores constantes de frecuencia f = 1.8kH z, amplitud E§'** = 5mV [rms],

resistencia variable del circuito de Chua R = 1.682kf2. En la columna 2 estd el
armonico fundamental y en la columna 3 su respectivo arménico f, = 5.4kH z.

de frecuencia relativamente alto en relacién a la frecuencia de oscilacién del
sistema, f.p,.

La fig.3.8 muestra la SNR para las frecuencias fundamentales, f, =
0.9kHz, 1.8kHz, 2.7TkHz, 4.7kH z. Aunque es posible observar resonancia es-
tocdstica en la frecuencia fundamental y en el tercer arménico para las frecuen-
cias fo = 0.9kHz, 1.8kH z, no ocurre asi para las frecuencias de fo = 2.7kH z,
4.7kHz donde no se pudo observar el fenémeno de resonancia estocdstica en
el armoénico.

Otro punto importante; aunque exista una visible dependencia de la fre-
cuencia de oscilacién del sistema con la frecuencia externa, el sistema responde
6ptimamente siempre al mismo nivel de ruido independientemente del valor de
fo. Esto es contrario a lo que pasa en los sistemas que no poseen dindmica
interna donde el punto éptimo de ruido en el SNR puede cambiar cuando se
varia la frecuencia de la senal externa.

3.2.2 Resonancia estocastica bajo efectos de la intensidad de
amplitud (Eop)

Los experimentos y anélisis de los resultados presentados en el apartado
anterior se efectuaron utilizando como condicién inicial una amplitud umbral
E§'®* que es la méxima intensidad de amplitud sumada al sistema que no
inducird saltos entre los atractores cadticos. El umbral utilizado fue mostrado
en la fig. 2.9. En general los estudios de resonancia estocdstica consideran
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Fig. 3.7. Relacién senal ruido (SNR) para la frecuencia externa de 1.8kHz y su

arménico f, = 5.4kHz, la amplitud externa constante es Eg®* = 5mV[rms] y la

resistencia variable del circuito de Chua es R = 1.682k(2.

la influencia del ruido para intensidad de la senal sinusoidal en valores por
debajo de un umbral, aunque existen también estudios en los cuales el sistema
es estimulado con valores de intensidad externa sintonizada por encima y por
debajo de este umbral [34], [35]. En estos experimentos se ha podido mostrar
que el ruido aumenta la detectabilidad de la senal cuando su amplitud esta por
debajo o cercana al umbral, pero el ruido causa el deterioro de la senal en el caso
de que esté sintonizada en valores de intensidad por encima del umbral. Ahora
es posible confirmar estos resultados en un sistema cadético. Los resultados para
diferentes estimulos de la amplitud externa se muestran en la fig. 3.9.

En esta figura, las series de respuestas del sistema fueron tomadas a la sa-
lida del voltaje V7 (fig. 2.1), bajo el valor fijo de frecuencia fo = 1.8kHz, asi,
fo/fen = 0.66 y de resistencia variable R = 1.682k{2. En cada serie fueron fi-
jados los siguientes valores de amplitud normalizados segin Eq/EF** = 1.333,
1.133, 1.00, 0.583. Para cuantificar los resultados se ha escogido utilizar sim-
plemente el factor de amplificacién:

6 ()]
=1 "7
6()

max

(3.5)

Donde O (fo) es la transformada de Fourier de la sefial digitalizada © (fo)

(ver fig. 3.5), |0 (fo)]
Ey/Ef®™ = 1, bajo una intensidad de ruido maxima N = Npa.x , también

es el méximo valor que ‘@ (fo)| asume en el caso



10

3.2 Resonancia estocdstica en un sistema cadtico

53

0.4 1.0 1.5 Q.8 1.0 1.5
N [vims] N [vrms]
T T
a0r
25
)
% 20
in
laf
whe v v v whe v v vy e 1
Q.5 1.0 1.4 Q5 1.0 1.5
N [Wims] N [Vims]

Fig. 3.8. Relacién senal ruido(SNR) en funcién del ruido para diferentes niveles de
frecuencia y amplitud: (a) f = 0.9kHz, Eg"® = TmVrms; (b) f = 1.8kHz, Eg** =
5mVrms; (¢) f = 2.7TkHz, By = 6.4mVrms; (d) f = 4.5kHz, Eg"* = 25mVrms
. En los paneles (a) y (b) se observa resonancia estocdstica en el pico fundamental y
en sus respectivos arménicos que es representada por la curva que presenta valores
de SNR maés pequenos. Fue utilizado R = 1.682k

normalizado N/Npax. Al analizar las series bajo las diferentes amplitudes de
la senal externa, se observa claramente que los puntos de méximos no cambian
en la escala vertical y son perfectamente identificables, sin que se den cambios
considerables del valor 6ptimo del ruido. Inicialmente sin la presencia de ruido
y operando bajo el nivel de amplitud Ey/EF** = 0.583 que estd por debajo
del umbral, el sistema no presenta saltos entre los atractores en un intervalo
de tiempo largo, dado que el atractor es bastante estable debido a la baja
intensidad de amplitud externa. Una vez que se suma ruido al sistema se obtiene
un aumento no muy considerable de la potencia de la senal externa. Para el nivel
de amplitud de Ey = E§*** se produce el efecto usual de resonancia estocdstica
indicado por un claro médximo cercano al valor de ruido N™?*,
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Para el caso de Ey/EJ™* = 1.133, por encima del umbral se observan saltos
esporadicos entre los atractores en un corto espacio de tiempo sin la presencia
del ruido, que no son suficientes para caracterizar claramente el atractor espiral
doble. Bajo esta amplitud el ruido no degrada totalmente la resonancia estocas-
tica caracterizada por un suave méximo. Para el nivel de amplitud Ey = 1.333 y
operando ain el sistema sin la presencia de ruido, el sistema presenta el atractor
espiral doble como respuesta a la alta intensidad de la amplitud de la senal ex-
terna sinusoidal, ubicada por encima del umbral. En este caso el ruido degrada
la potencia de la senal externa caracterizando asi un limite de intensidad de
amplitud que indica la ausencia del fenémeno resonancia estocdstica.
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Fig. 3.9. Factor de amplificacién n en funcién de la intensidad de ruido normalizado
para diferentes niveles de amplitud Ep, bajo frecuencia constante fo = 1.8kHz y
resistencia R = 1.682k (2.

Estos resultados muestran que el comportamiento del sistema tiene una res-
puesta méds coherente cuando, inicialmente sin la presencia de ruido, el nivel
de amplitud de la senal externa estd sintonizado cerca del valor umbral. Para
confirmar este hecho, se han extendido los resultados para las frecuencias adi-
cionales fo = 0.27TkHz y fo = 4.0kHz , més alta y mds baja que la frecuencia
de oscilacién interna del sistema f., y los resultados fueron cualitativamente
similares a los que se mostraron para fo = 1.8kHz. En la fig.3.10 se muestra
la curva de resonancia estocdstica de estas frecuencias para £ = Ef***. Puede
observarse que sigue una curva maestra independiente de la frecuencia fy de la
sefial externa y que, bajo el valor E§'**, el ruido ejerce cualitativamente igual.
Esta curva ha sido ajustada a la siguiente expresién:
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_ 4 2(1—a?) _ 2
= e , T=—— 3.6
n L (3.6)

que fue obtenida usando una teorfa adiabdtica [36]. Es importante notar que
esta funcién ha servido para ajustar datos de resonancia estocdstica descri-
biendo saltos entre dos atractores estables [37], [38], [39], [40]. De esta manera
y como se ve aqui, el ajuste también puede ser utilizado cuando el sistema
presenta atractores caodticos.

® 270 Hz
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Fig. 3.10. Factor de amplificacién n en funcién de la intensidad de ruido normalizado
para diferentes valores de frecuencia fo escritos en la figura. La curva sélida es el
resultado del ajuste a partir de la eq.3.2, resistencia R = 1.682k(2.

También se han detectado resultados similares en otros sistemas que han
servido para el estudio de la influencia de la amplitud de la senal sobre la
resonancia estocdstica utilizando el mismo procedimiento; algunos ejemplos
pueden ser encontrados en las referencias citadas en este apartado.

3.2.3 Resonancia estocastica bajo efectos de pequenas variaciones
de la resistencia variable

En general la resonancia estocéstica se estudia para valores de frecuencia
externa mucho méds bajos que la frecuencia media del sistema. Por tanto, es
de esperar en el sistema de Chua se observe resonancia estocdstica para un
valor bajo de frecuencia, como por ejemplo f, = 30Hz. Para esta frecuencia,
se utilizé una amplitud Ey = 35.36mV [rms]. Para este valor no se detectan
saltos entre los atractores cadticos sin la presencia del ruido y no se observa
modulacién efectiva en la salida de la sefial. Se analizé la resonancia estocdstica
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para los siguientes valores de resistencia variable del circuito de Chua R =
1.65442,1.660k52, 1.670k2, 1.682k{2.

N —— N1=012mV [rms], R=1654%

-5 N2=0.15mY [rms], R=1.6600
—&- M3=0.226mV [rms], R=1 6700
—% N4=03rmV[msl,  R=1.6820

SHE [dB]

1

0.1 0z 03 04 05 06 07 08 09
N [Wrms]

Fig. 3.11. Relacién senial ruido en funcién del ruido, para frecuencia externa fo =
30Hz y amplitud Eo = 35.36mV [rms]. Cada serie presenta un méximo de ruido N,
relacionado con los valores de la resistencia variable R.

El resultado se muestra en la fig. 3.11, donde se advierte el desplazamiento
de los méximo en la SNR designados por las letras N1, No, N3 y N4, que indican
la influencia de la variacién de la resistencia R del circuito de Chua. Resulta
interesante observar que los valores utilizados se encuentran en el intervalo
1.65k§2 < R < 1.7k{2 que fueron mencionados en el capitulo anterior (figs.
2.5, 2.7) y que llevan la ¢érbita interna del atractor caético a su punto de mayor
inestabilidad (1.65k(2) o lo aleja hacia el punto mds estable (1.7K{2) sin la
posibilidad de observar el atractor espiral doble. Por lo tanto estos experimentos
muestran que maximos en la SNR dependen del valor de resistencia del circuito
de Chua. Se observa también que cuando R = 1.682k(2? la SNR, coincide con
el maximo de la SNR mostrado en las figuras anteriores, lo que nuevamente
confirma que los méximos no dependen de la frecuencia de la senal externa.

La ventaja de este resultado es la localizacién anticipada del ruido éptimo,
que se consigue relacionando los valores de N con los valores de R. Desde un
punto de vista experimental, si uno quiere hacer una demostracién rapida de la
optimizacion del sistema, esta relaciéon puede ahorrar tiempo en el momento de
identificar los niveles de ruido 6ptimos y puede explicar algunas de las varia-
ciones de resultados experimentales directamente conectados al error del valor
de la resistencia.
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3.2.4 Andlisis en el tiempo

Una forma alternativa de caracterizar la resonancia estocéstica es usar la dis-
tribucién del tiempo de residencia ¢, y de pulso ¢,. Como ya se ha dicho en su
definicién, ambos tiempos pueden obtenerse facilmente desde la senial digitali-
zada de salida 0 (t) (fig. 3.5). En todos los experimentos de esta seccién se ha
considerado la intensidad de amplitud cercana al umbral Ey = Ej**.
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Fig. 3.12. Distribucién de probabilidad P(t./to) del tiempo de residencia ¢, para
fo=270Hz y N = 0.3125V[rms]. To = 1/ fo es el periodo de la senal, el bin usado
ha sido de 0.025.

El tiempo t, se define como el tiempo que el sistema permanece en un
estado, el atractor espiral simple en este caso, y ha sido usado para determinar
resonancia estocdstica en sistemas caéticos [24], [31], [37], [38]. En la fig. 3.12 se
muestra la distribucién de probabilidad P(t,/tp) versus el tiempo de residencia
normalizado ¢, /ty , to = 1/ fo . Se ha considerado la frecuencia fy = 270H z de
la senal sinusoidal de entrada y la intensidad éptima de ruido N = 0.3V [rms].
Como puede verse en esta figura, la distribucién de probabilidad consiste en un
conjunto de picos modulados, que se encuentran localizados en miltiplos enteros
de tp/2 . Cuando se comparan los resultados con el tiempo caracteristico de
oscilacién del sistema t.p, = 1/ f.p, éste es aproximadamente igual a la media de
duracién de una rotacion de la trayectoria dindmica del atractor cadtico espiral
simple. El envolvente de la modulacién tiene un méximo t,/tg = 1/2 y decae
exponencialmente para tiempos més largos. La estructura de la distribucién de
probabilidades del tiempo residente ¢, ha sido también obtenida analiticamente
para sistemas biestables estandares [31], y son similares a los obtenidos aqui.
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Fig. 3.13. Distribucién de probabilid P(t,/to) del tiempo de pulso ¢, para fo =
270Hz, N = 62.5mV [rms] (panel superior). to = 1/fo es el periodo de la senal, el
bin usado ha sido de 0.025.

El tiempo de pulso t, es el tiempo entre dos consecutivas transiciones de
estado, o en otras palabras, la suma de dos tiempos de residencia consecutivos
t, en diferentes atractores. La distribucién de probabilidad del tiempo de pulso
se aplica normalmente en el caso de fenémenos de resonancia estocdstica en
sistemas bioldgicos, y corresponde a un histograma de tiempo real adquirido
a través de neuronas sensoriales forzadas periédicamente [41], [42], [43]. En
las fig.(3.13 — 3.15) se muestra la distribucién de probabilidades temporales
obtenida de los experimentos en el circuito de Chua con frecuencia de la senal
de entrada igual a fy = 270H z bajo tres diferentes valores de ruido.

Para intensidades de ruido relativamente bajas (fig. 3.13 ), la estructura de
P(t,/to) consiste en picos muy estrechos localizados en miltiplos del periodo ty
de la senal de entrada. Esto indica que los saltos entre las trayectorias dindmicas
de los atractores estdn sincronizadas con la senal de entrada. La envolvente de
la distribucién tiene un méximo en ¢, = to y decae para tiempos més largos. En
esta distribucién, los picos se extienden a tiempos cuyos puntos para P(t,/to)
son muy irregulares.

Para un nivel de ruido cercano al 6ptimo, N ~ N™* (fig. 3.14 ) la dis-
tribucién de probabilidad posee una estructura doble, puesto que la distribu-
cién se encuentra formada por picos y la envolvente presentando un méximo
en t, = 3tg.

Para el caso en que el nivel de ruido es muy alto, la distribucién consiste
en algunos picos superpuestos (fig. 3.15 ), que indican que las trayectorias
entre los atractores cadticos son bastante independientes de la magnitud de la
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Fig. 3.14. Distribucién de probabilidad P(tp/to) del tiempo de pulso ¢, para fo =
270Hz y N = 312.5mV[rms]. to = 1/ fo es el periodo de la sefial, el bin usado ha sido

de 0.025.
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Fig. 3.15. Distribucién de probabilidad P(tp/to) del tiempo de pulso ¢, para fo =
270Hz y N = 750.mV [rms]. to = 1/ fo es el periodo de la senal, el bin usado ha sido

de 0.025.

senal externa, y que la intensidad del ruido domina la dindmica de la salida del

sistema.

Finalmente, para valores de N mucho md&s altos, el ruido domina la

dindmica, y los picos en la distribucién de tiempos de pulsos desaparecen.

Los mismos procedimientos se pueden hacer para diferentes frecuencias a
fin de verificar su influencia en el sistema caético. En las fig.3.16 y 3.17 se
muestra la distribucién de probabilidad para la frecuencia de la senial de entrada
cercano (fig. 3.16 ) a la frecuencia media de oscilacién f., y mayor que esta
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(fig. 3.17 ). Puede verse que las estructuras de multipicos de la distribucién de
probabilidades y las del méximo de la envolvente de modulacién se preserva.
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Fig. 3.16. Distribucién de probabilidad P(7T,/T5) del tiempo de pulso T, para fo =
2.728kHz y N = 312.5mV[rms]. To = 1/ fo es el periodo de la senal, el bin usado ha
sido de 0.025.

En el estudio experimental y numérico de resonancia estocdstica ha sido
dedicada una atencién especial a la dependencia de la frecuencia de pulso entre
los diferentes estados de un sistema cadtico bajo efectos del ruido, [24], [31],
[44]. Como ya se vi6 con anterioridad, la frecuencia media de pulso para un
forzamiento débil decrece exponencialmente con la intensidad de ruido [44], y
lo mismo se verifica aqui.

La fig. 3.18 muestra este decaimiento exponencial del tiempo medio de
pulso < t, > /t., para valores utilizados en los experimentos con el circuito de
Chua. Esta curva puede ser aproximada por una ley exponencial:

t N
Stp > =C+ Aexp <—B ), (3.7)
ch Nmax
donde Np.x es la intensidad de ruido 6ptima y las constantes A = 107.3,

B = 1.5 y C = 28.4 son independientes de la frecuencia fy de la senal de
entrada.

Para finalizar, se considera la envolvente excluyendo los picos de resonancia
de la funcién de distribucién de probabilidades de los tiempos de pulso. Numéri-
camente se ha obtenido este envolvente a través de los datos para ¢, en puntos
[(i —1/2)to, (i +1/2)to], i = 1,2.... El histograma correspondiente se muestra
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Fig. 3.17. Distribucién de probabilidad P(Tr/T},) del tiempo de pulso T, para fo =
4.0kHz y N = 312.5mV[rms]. To = 1/ fo es el periodo de la sefial, el bin usado ha
sido de 0.025.
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Fig. 3.18. El tiempo medio de pulso versus la intensidad de ruido normalizados
bajo sefial periodica fo = 270Hz y 4.0kHz. En la figura Tep, = 1/ fen. El resultado
representado por curva sélida ha sido ajustado a través de la eq.3.7.

en la fig.(3.19 — 3.20) en términos de la variable normalizada t,/ < t, >, para
la frecuencia fo = 270Hz ( fig. 3.19) y fo = 4000H z (fig. 3.20) de la sefial
sinusoidal de entrada y varios valores de la intensidad de ruido, por debajo
y por encima del valor 6ptimo de ruido Ny,.x. Los resultados experimentales
fueron ajustados a una distribucién gamma:

— e[ (38)
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Fig. 3.19. Distribucién de probabilidad del tiempo medio de pulso P(t,/ < t, >),
fo =270Hz. Las intensidades de ruido éptimas son dadas en la figura. La curva sélida
ha sido ajustada a través de la eq.3.8.

Donde m y a > 0 son los pardmetros de localizacién y forma respecti-
vamente, I' () es la funcién gamma y 8 > 0 es el pardmetro escalar. Asi,
por definicién se utiliza < ¢, >= 1 que implica 8 = (1 +m) /a dejando «
y m como pardmetros para ajustar los datos. Una forma conveniente para
el ajuste es calcular la desviacién estdndar del tiempo de pulso o5 y usar
a=(14+m)*/(0s/ < t, >) asumiendo que m es un parametro libre.

Para la frecuencia fy = 4kHz y para los valores de N/Npax =~ 0.36,
0.71,1.07, 1.43, 2.14, los valores correspondientes de o =~ 1.54, 2.18, 2.80, 3.52,
5.13, donde m = 0. Para la frecuencia de fo = 4kHz , N/Npax =~ 0.54, 0.89,
1.43, 2.14, con los correspondientes valores de o ~ 1.75, 1.88, 2.32, 2.97 y los
valores de m son aproximadamente —0.103, —0.146, -0.202 , —0.242.

Como se ve representado en las figuras, el ajuste es bastante bueno para
todos los valores de la intensidad de ruido y para las frecuencias consideradas,
la distribucién gamma dada a través de la eq. 3.8 describe bien la distribucién
de probabilidad experimental del tiempo de pulso.

En aplicaciones de resonancia estocédstica es importante escoger una inten-
sidad de ruido N cercana a sus valores 6ptimos Npax con la cual el factor
de amplificacién 1 toma el médximo valor. Ya que el valor  no es fécilmente
medible en muchas situaciones, hay que confiar en los cdlculos de Nyax uti-
lizando otros métodos. Han sido propuestos métodos alternativos con el fin de
obtener la intensidad de ruido éptimo desde la distribucién de probabilidades
del tiempo de residencia y de pulso [28], [41], [45], [46]. Sin embargo las intensi-
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Fig. 3.20. Distribucién de probabilidad del tiempo medio de pulso P(t,/ < t, >,
fo = 4.0kHz. Las intensidades de ruido 6ptimas son dadas en la figura. La curva
sélida ha sido ajustada a través de la eq.3.8.

dades 6ptimas de ruido determinadas a través de este método no coincide con
Npax cuando estdn determinados desde 7.

La forma de la distribucién de probabilidades del tiempo de residencia y de
pulso que se ha obtenido para resonancia estocédstica en el sistema cadtico de
Chua para diferentes valores de intensidad de ruido ( figs. 3.13, 3.14 y 3.15),
sugieren un método para determinar la intensidad del ruido 6ptimo desde estas
distribuciones. El método es similar al propuesto en la referencia [41], que puede
ser aplicado a ambos tiempos de residencia y de pulso y obtener como resultado
la intensidad de ruido éptimo que coincide con Ny,.x como ha sido determinado
desde n. El método es el siguiente:

Se cuenta t3** como el nimero de tiempos de residencia en todos los interva-
los [t; —to/4,t; +to/4], siendo t; = (i—1/2)tg, i = 1,2,. .., que es la localizacién
de la méxima distribucién de probabilidades. En este caso los tiempos de resi-
dencia considerados son definidos como t; = itg. El tiempo de residencia total
es ty. La dependencia de la proporcién tl**/tn sobre la desviacién estdndar
normalizada N/Npax es mostrada en la fig. 3.21 para dos frecuencias de la
senal periédica de entrada.

Para intensidades de ruido t{**/ty =~ 1 los tiempos de pulso ¢, y de re-
sidencia t, estdn muy concentrados cerca de los valores t;. Para intensidades
de ruido de la proporcién t%**/ty =~ 0.5 los tiempos t, y ¢, estdn siempre
distribuidos uniformemente. Bajo el nivel éptimo de ruido #**/ty correspon-
diente al maximo factor de amplificacién ¢ de la cantidad t3** /ty los tiempos
de residencia y de pulso muestran un punto de inflexién. De esta manera, se
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Fig. 3.21. Depedencia de la proporcién t3%**/tn para tiempo de residencia (¢,) y de
pulso (tp) versus la intensidad de ruido normalizado bajo senal periddica de entrada
con frecuencia 270Hz y 4.0kHz. tc, = 1/ fen e intensidad de ruido éptima. El resul-
tado representado por la curva sélida ha sido ajustado a través de la ecuacién 4 dada
en el texto.

propone que se puede definir la intensidad éptima como el valor N en el punto
de inflexion.

Seria interesante aplicar este método propuesto para determinar la inten-
sidad 6ptima de ruido desde la distribucién de probabilidad del tiempo de ¢,
y t, obtenidos en otros experimentos sobre resonancia estocdstica y comparar
sus intensidades con las intensidades éptimas de ruido determinados desde el
factor de amplificacién 7.

3.2.5 Resumen

En este capitulo se ha estudiado experimentalmente el fenémeno de re-
sonancia estocdstica en un circuito electrénico de Chua operando en el régimen
cadtico forzado por una senal sinusoidal externa y ruido blanco gaussiano.

En el apartado 3.2.1 se ha estudiado la amplificacién de senales determi-
nistas considerando un determinado umbral dependiente de la senal externa.
La curva de estos valores umbrales presenta un minimo para frecuencias del
mismo orden de magnitud que la frecuencia interna del sistema f.;. La curva
decrece y luego crece rapidamente para frecuencias més altas y desarrolla picos
en ciertos valores.

En el apartado 3.2.1 se ha estudiado la resonancia estocédstica bajo los efec-
tos de la amplitud senal. Se ha observado que el ruido mejora la respuesta
del sistema para valores cercanos o por debajo del umbral, y que para valores
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por encima del mismo el ruido degrada la respuesta del sistema; en particular,
después de normalizaciones adecuadas, se ha observado que la dependencia de
amplificacién es la misma para todas las frecuencias de la senal externa, y que
puede ser bien descrita a partir de la teoria adiabdtica.

En el apartado 3.2.3 se ha estudiado la resonancia estocéstica bajo los efec-
tos de cambios del sistema, representada por la resistencia interna R, y se ha
mostrado que el valor 6ptimo de ruido cambia de acuerdo con los cambios de
esta resistencia R.

En el apartado 3.2.4 se ha analizado la resonancia estocatica a partir de los
histogramas de tiempos, se ha mostrado que:

- La distribucién de probabilidad para el tiempo de residencia ¢, aparece en
miltiplos pares de la mitad del periodo de la senal sinusoidal de entrada.

- La distribucién de probabilidad del tiempo de pulso ¢, aparece en multiplos
de la senal periddica.

- La modulacién en la distribucién de probabilidades para t, puede ser
descrita a partir de la distribucién gamma con parametro de forma que crece
con la intensidad de ruido.

- El tiempo de pulsos decae exponencialmente con la intensidad de ruido
para amplitudes de la senal externa posicionadas por debajo del umbral para
todas las frecuencias de la senal externa.

- Se ha mostrado que la intensidad del ruido éptima correspondiente a un
punto de inflexién en el estudio de la dependencia del ruido, es proporcional
al nimero de residencia o al tiempo de pulso cercano a los picos de su propia
distribucién de probabilidades y al nimero total de estos tiempos.

3.3 Una posible aplicacién: “resonancia fantasma”

Un problema surgido en Alemania en el siglo XIX, trajo consigo la intensa
polémica sobre cudl seria la verdadera explicaciéon para un fenémeno que més
tarde seria conocido como la “percepcién de la fundamental ausente”. Ese de-
bate empez6 entre los cientificos A. Seebeck [47] y el famoso G.S.Ohm [48].
Seebeck habia estudiado el problema de manera original y con sus resultados
habia desafiado la teoria vigente de la primera mitad del siglo XIX, que era
justamente la ley acustica de Ohm. Una de las consecuencias de esta ley es
que para oir una determinada altura de un tono cualquiera es obligatoria la
correspondencia uno a uno entre los tonos percibidos por el oido y los tonos
encontrado en el espectro fisico del estimulo sonoro; Seebeck observé, a través
de dispositivos generadores de sonidos, que no eran las frecuencias las que se
ofan y si la estructura de periodicidad de la senal.
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Veinte anos mas tarde, H. Von Helmholtz [49] reencendi6 la controversia so-
bre el origen de la altura y defendié la teoria espectral inaugurando una linea de
argumentaciones que atribuye ciertos fenémenos, todavia no muy bien compren-
didos, a la distorsién no lineal del oido. De hecho, existen fenémenos que son
producidos por cuenta del propio mecanismo de la audicién que surgen a conse-
cuencia de estimulos espectrales fuertes. Basado en este argumento Helmholtz
también afirmé que solamente aquellos que no conocian el funcionamiento de
los sentidos podrian estar de acuerdo con las opiniones de Seebeck [47], [50],
[51], [52], hasta que L. Helmann entré en escena en 1912 y mostré, a base de
experimentos, que la fundamental estd ausente en la mayoria de las vocales
emitidas y a pesar de ello se percibe la altura del tono de la vocal. De esta
forma se hizo partidario de Seebeck.

Después de otros descubrimientos y controversias, aparecié el holandés
J. F. Schouten que desarrollé entre 1938 y 1940 la teorfa del residuo [53].
Para Schouten, los componentes inferiores de una senal compleja podian ser
percibidos individualmente, todos ellos presentando alturas casi iguales a los
que presentaban cuando sonaban separadamente. En cuanto a los componentes
superiores, no eran percibidos aisladamente, pero si de modo colectivo como
fundidos en un tnico componente al que llamé "residuo", y cuya altura se
determinaba por el periodo de la forma global de la onda, que a su vez era
igual al periodo del tono fundamental. Una de las principales caracteristicas
observadas en los trabajos de Schouten es que los residuos no aparecen en la
transformada de Fourier, contrariando asf la teoria de Ohm. En realidad, en la
década de los 40 la literatura no registré nada mads significativo que los resul-
tados de Schouten. Este problema llegé a los cien anos de existencia en torno a
la segunda guerra mundial. En las décadas siguientes (1940-1970) Holanda se
convirtié en puntera en este tipo de investigacién que siempre tenia como foco
la “fundamental ausente”.

En las dltimas décadas han surgido otros nombres y modelos acerca de este
problema que todavia es actual. Basdndose en el trabajo de Schouten, en 2003
Dante Chiavo y colaboradores, utilizaron el fenémeno de resonancia estocéstica
para mostrar que una cantidad de ruido actia en el oido humano [54], mejora
la percepcién y detecta la fundamental ausente. Chialvo y colaboradores consi-
deraron en un modelo de neuronas una variacién del caso de tonos inarménicos
utilizados en los experimentos de Schouten [50], donde los tonos complejos son
construidos sumando tonos puros de frecuencias:

F(t) = A[sin(27 f1t) + sin(27 fat) + . . . + sin(27 fot)]. (3.9)
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En esta ecuacion fi1 = kfo+Af, fo = (k+1)fo + Af, ... fn = (k+n—=1) fo+Af,
son componentes de frecuencia externa al sistema. Aniadiendo ruido al modelo
la resonancia o residuo se pudo observar en puntos que obedecen la ecuacién:

fr=fo+Af ) (k+(n-1)/2), (3.10)

donde fr ha quedado conocida como frecuencia fantasma (en inglés "Ghost
Frequency"), n=1,2,3...y k > 1 son enteros. En el experimento de Shouten
tres individuos escuchaban un sonido compuesto por tres tonos puros de fre-
cuencias (m/2)sin[27 (f — g)t] +sin (27 ft) + (m/2)sin[27 (f + g) t], (aqui m
es un pardmetro definido como profundidad de modulacién [50]), y sus resul-
tados junto con los obtenidos por Dante Chialvo y colaboradores estdn ejem-
plificados en la figura fig.3.22
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Fig. 3.22. En el experimento de Shouten tres individuos escuchaban un sonido com-
puesto por tres tonos puros de frecuencias. Las campanas grises indican la probabili-
dad con que la neurona de Chiavo se excita.

Los circulos y tridngulos representan las respuestas de los tres individuos
ante los sonidos expuestos. Las campanas indican la probabilidad con que la
neuronas se exciten a una frecuencia dada y los puntos rojos son los maximos
de esta probabilidad; se puede observar que son bastante similares.

El interés en esta parte del trabajo es estudiar este fenémeno utilizando
el circuito electrénico de Chua operando en el régimen cadtico. Este estudio
puede ser relevante en lo referente a anilisis relacionados con la interaccién de
senales sinusoidales, senales estocdsticas, sincronizacién, control y quizds otras
fenomenologias no lineales que ocurren en estos sistemas.
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El circuito electrénico de Chua asi como sus pardmetros experimentales han
sido descritos y estudiados en los capitulos anteriores. Este sistema contiene
los ingredientes necesarios para el estudio de la resonancia fantasma bajo el
punto de vista de D. Chialvo y colaboradores [30], [54]. El otro punto tratado
aqui, se basa en el argumento de que desde los experimentos de Seebeck, esta
fenomenologia ha sido observada sin que necesariamente la causa fuera un ruido
evidente en el sistema; esto abre una posibilidad de observar este fenémeno
utilizando la no linealidad del sistema. Asi, el siguiente punto estd divido en dos
etapas: en la primera se estudia la posibilidad de la observacién del fenémeno en
el sistema caético de Chua, bajo un forzamiento sinusoidal pero sin la presencia
del ruido externo. En la segunda etapa se analiza el fenémeno activado por el
ruido externo considerando el fenémeno de resonancia estocéstica.

3.3.1 Interaccién sin ruido

El fenémeno "resonancia fantasma" ha sido observado en sistemas como
laseres [56], circuitos electrénicos (Fitz Hugh - Nagumo) [57] y en modelos
matemadticos [58]. En estos sistemas la metodologia utilizada para observar los
tonos que aparecen a la frecuencia de resonancia f, se basa en la metodologia
utilizada por Schouten, el cual utilizé como indicadores los histogramas de
tiempos, entre otros métodos estadisticos.

El estudio de la interaccién de combinaciones de senales utilizadas como
forzamiento en el sistema Chua operando en el régimen cadético, ha sido sélo
brevemente estudiado [18]. De esta forma es importante conocer qué tipo de
respuesta o forma serd observada en los histogramas de las series de salidas
del circuito de Chua. Este serd por lo tanto el punto de partida; para ello, se
estudiara el sistema forzado tnicamente por la senal externa F'(t) definida por
la eq.3.9. Puede observarse que segin este procedimiento se pretende mostrar
que es posible verificar el fenémeno sin la presencia de ruido externo.

Se considera el siguiente experimento utilizando los valores: fo = 500H z,
Af =0, k=2, n =2, por lo tanto segin eq.3.9, las frecuencias serén f; =
1kHz, fo = 1.5kHz y se puede escribir

E(t) = Ep[sin(2w1000¢t) + sin(271500t)] . (3.11)

El experimento consiste en variar la intensidad de amplitud Ey = 7T5mV/,
250mV, 500mV . Los resultados pueden verse en las figs. (3.23 — 3.25) que
muestran las series de las senales de salidas del circuito de Chua adquiridas
en el punto de salida V; bajo los diferentes niveles de amplitud, asi como sus
transformadas de Fourier y sus respectivos histogramas de frecuencias. Los
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Fig. 3.23. Series de la sefial de salida Vi del circuito de Chua, bajo el nivel de
amplitud E = 75mV, de la senal E(t) (primer panel) y sus respectivas transformadas
de Fourier e histograma de frecuencia

histogramas de frecuencias de pulso f, fueron obtenidos a partir de la senal
digitalizada coleccionando la suma de los sucesivos tiempos de residencia ¢, ;
tr1, tr2, s tr(2j), tr(2j41), siendo por lo tanto, el tiempo de pulso definido como
tp = (tr(2j) +tr(2j+1)); consecuentemente la frecuencia de pulso serd f, = 1/t,;
, donde j = 0,1... es un nimero entero. Se han normalizado los histogramas
utilizando el nimero total de puntos de frecuencia de pulso f,, = 1/t, con
n = 10.000 puntos.
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Fig. 3.24. Series de la senial de salida Vi del circuito de Chua, bajo el nivel de

amplitud E = 250mV, de la senal E(t) (primer panel) y sus respectivas transformadas
de Fourier e histograma de frecuencia

Como se puede observar en la fig. 3.23, el sistema operando bajo intensidad
de amplitud Ey = 75mV realiza transiciones entre los dos atractores que
caracterizan el atractor espiral doble. Aunque el sistema se encuentre forzado,
la frecuencia de saltos entre los puntos fijos (senalada en la transformada de
Fourier e histograma por f.) es mucho més pequeiia que el resultado esperado
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por la eq.3.10, siendo bastante probable que f. sea la frecuencia respuesta en
que domina la dindmica interna del sistema, hecho que serd asumido aqui.
Variando el valor de la intensidad de amplitud para Ey = 200mV  (fig.
3.24) se identifica a través de la transformada de Fourier la frecuencia para
Af = 0Hz , o sea friaj—o) = 500Hz predicha por la eq. 3.10. También se
detecta que la intensidad de fc disminuye, confirmando asi el aumento de la
contribucién de la senal externa a las transiciones entre los atractores cadticos.
Aumentando més aun el valor de amplitud, para Fy = 500mV  (fig. 3.25),
se advierte que la contribucién de la frecuencia fc es casi inexistente, indicando
que la senal externa domina considerablemente las transiciones entre los atrac-
tores cadticos, no permitiendo la aparicién de frecuencias més pequenas. Pero
la oscilacién interna del sistema contribuye y se caracteriza por la apariciéon
de frecuencias mas altas atipicas, que manifiestan la tendencia de seguir los
componentes de la senal sinusoidal externa, y que pueden ser observadas en los
histogramas a través de frecuencias mds altas que frag—og) = 500Hz. Debe
recodarse que la aparicién del arménico fr(ar—g) = 500H 2 en la transformada
de Fourier es perfectamente normal y estd de acuerdo con las teorias generales
de interaccién de sistemas no lineales con una suma de la senal sinusoidal. Pero
para Af # 0 aunque la estructura, frecuencia principal y arménico pueden ser
observadas en la transformada de Fourier, no lo serd la frecuencia fantasma.

Sefial de salida Transformada de Fourter
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Fig. 3.25. Series de la sefial de salida Vi del circuito de Chua, bajo el nivel de
amplitud E = 500mV, de la sefial E(¢t) (primer panel) y sus respectivas transformadas
de Fourier e histograma de frecuencia

Considerando el objetivo del apartado se pueden resumir las principales
observaciones en los siguientes puntos principales: se necesita un nivel suficien-
temente alto de la amplitud Ey para que pueda ser observada en el sistema de
Chua la frecuencia fantasma fr a través de los histogramas de frecuencias de
pulso f,,. El otro punto no es tan obvio, y estd relacionado con la distribucién
de potencia observada en la respuesta del sistema y con el valor de los com-
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Fig. 3.26. Histogramas de frecuencias.

ponentes de frecuencia de la senal externa. En la transformada de Fourier en
la fig.3.23, se ve en que el pico de potencia del componente de la senal sinu-
soidal externa de frecuencia 1.0kH z es mayor que el componente de frecuencia
1.5kHz. Esto puede indicar que la primer componente contribuird més a la
respuesta de sistema. En cambio, se puede verificar fiacilmente que la frecuen-
cia de valor 1.5k H z necesita una amplitud menor para imponer su dindmica y
hacer que el atractor oscile entre sus puntos fijos inestables a esa frecuencia.
Para aclarar la importancia de este hecho, se discutird el problema a partir de
un segundo experimento.

Se consideran los siguientes pardmetros experimentales: fo = 500Hz, Af =
500, k = 2, n = 2 (aqui ya se utiliza Af # 0), por lo tanto segin la eq.3.9
los componentes de frecuencia de la senal sinusoidal externa son: f; = 1.5kH z,
fo = 2.0kHz y se puede escribir E(t) = Eg * [sin(2w1500t) + sin(272000t)].
Los niveles de amplitud considerados son Fy = 300mV, 360mV , los resultados
pueden observarse en la fig. 3.26(a — b),

Destaca en la fig. 3.26a) que el pico aparece desplazado del punto espe-
rado para fr, que segin una répida inspeccién en la eq.3.10 es de 7T00H z, este
desplazamiento probablemente se debe a que la componente de frecuencia de
2000H z esta siendo beneficiada por el sistema a través de una posible resonancia
interna. Una caracteristica de este hecho es la necesidad de un valor menor de
amplitud para provocar saltos entre los atractores cadticos. Con relacién a la
verificacién del fenémeno de frecuencia fantasma (Ver fig. 3.26(a — b)), esta
resonancia puede ser la causa por la cual, la respuesta no se ajuste a los valores
esperados f;..
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Se observa experimentalmente que es posible solucionar este problema a
partir del control de la intensidad de esta componente:

E(t) = Ey [sin(271500¢) + m sin(272000t)] , (3.12)

el pardmetro m diminuye la interaccién entre el sistema y la componente de la
senal sinusoidal. En este caso m también puede ser entendido como el pardmetro
que controla la profundidad de la modulacién, que ha sido usado por Schouten.
El resultado estd representado en la fig. 3.260) para el valor de m = 0.5, puede
verse que el pico estd mas centrado en la probabilidad esperada fr = 7T50H z.
En base a estas observaciones se presenta un primer resultado utilizando
la funcién para la cual la respuesta del sistema es observada en puntos que
obedecen a la eq. 3.10. Tomando E(t) = Fy[sin(27f1t) + 0.5sin(27 fat)] ,
fo=5000Hz, k=2,n=2, fi =2fs +Af, fo = 3fo +Af y utilizando
los siguientes valores para el desplazamiento de frecuencia Af = 0Hz, 250H z,
500H z, 750H z. Los resultados experimentales pueden verse en la fig.3.27.
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Fig. 3.27. Histograma obtenido a través de las series de las sefiales de salidas del

circuito de Chua que muestran los puntos de frecuencia fantasma fr = 500H z,

600H z,700H z,800H z

La fig.3.27 indica que también se pueden observar puntos definidos por
la ecuacién de fr sin la presencia del ruido externo en el sistema electrénico
de Chua operando en régimen cadtico. Aqui se ha utilizado un pardametro de
ajuste para que la respuesta del sistema observada a través del histograma de
frecuencias de pulso f, se acercase todavia mds al punto esperado de la frecuen-
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cia fantasma. Este resultado abre posibilidades de andlisis para la interaccién
del sistema de Chua con sefiales sinusoidales, considerando la influencia de la
modulacién en los fenémenos, que en este caso ha sido controlada a través del
pardmetro m.

Con relacién a la estructura de frecuencia mostrada por D. Chialvo y
Schouten (fig.3.22) también en este caso ha sido observada experimentalmente.

3.3.2 Interaccién con ruido

Para verificar el fenémeno de resonancia fantasma en el sistema cadtico de
Chua utilizando ruido, primero es necesario producir el fenémeno de resonancia
estocéstica en el sistema, y de esta manera, obtener el punto éptimo de ruido
que maximizara la deteccién de las frecuencias.

La observacion del fenémeno de resonancia estocdstica dicta que es necesario
que la intensidad de amplitud de la senal sinusoidal externa sea lo bastante débil
para que se garantice que los saltos sean producidos por la intensidad de ruido
[45]. En el caso del sistema de Chua es posible verificar este hecho a través
de la identificacién de umbral que existe entre los atractores espiral simple y
doble, que puede conseguirse forzando el sistema con una senal sinusoidal y
estudiando las relaciones que existen entre la respuesta del sistema y la senal
externa [21], [59], conforme se ha visto en el apartado anterior.

El procedimiento para observar resonancia estocdstica en el caso de una
suma de sefiales no es muy diferente del caso de una unica senal, por ejemplo; se
consideran los siguientes pardmetros experimentales fo = 30Hz, n = 2, k = 2,
v f1, fo definidos como en la eq.3.9. En base a los argumentos anteriores se
escribe el forzamiento sinusoidal externo como:

E(t) = Ep[sin(27 f1t) + 0.5sin(27 fot)], (3.13)

aqui, f1 =60Hz, fo=90Hz.

Analizando la respuesta del sistema en cada valor del desplazamiento
Af = 10Hz ,20Hz,...,130H z, y controlando el valor de intensidad de am-
plitud Ey para garantizar que el sistema no pueda saltar entre los atractores
cadticos, igual que en el apartado anterior, se define de manera experimental
el umbral entre los atractores caéticos utilizado el forzamiento combinado por
los dos componentes de diferentes frecuencias, el resultado se presenta en la
fi1g.3.28. La figura muestra dos curvas: una corresponde al resultado experi-
mental y la otra al resultado numérico. Por debajo del umbral observado en la
figura sobrevive el atractor espiral simple y por encima del umbral el sistema
hace excursiones entre sus puntos fijos inestables apareciendo el atractor espiral
doble.
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Este resultado muestra que los puntos de amplitud cambian a medida que se
cambian el desplazamiento A f, esto enmarca una diferencia entre la verificacién
experimental acerca de resonancia fantasma utilizando un sistema excitable
(Chialvo y colaboradores) y un sistema caético de Chua; el primero utiliza
intensidad de amplitud constante que hace posible la no observacién de saltos
a través del umbral para todo valor del desplazamiento Af, pero como muestra
la fig. 3.28, en el sistema de Chua esto no es posible, aunque esto no significa
que los puntos de fr no puedan obtenerse a partir de la combinacién aislada de
los valores de la intensidad de amplitud E y desplazamiento Af relacionados
en la misma figura.

Amplitude [mVims]

Fig. 3.28. Intensidad de amplitud externa Fy versus desplazamiento de frecuencias
de la senal externa Af. Se observa en la salida del sistema V2 que por debajo del
umbral oscila solamente el atractor espiral simple.

El punto 6ptimo de ruido se obtiene de la manera tradicional: se anade al
sistema una senal sinusoidal eq.3.13, se fijan los pardmetros de desplazamiento
Af y de intensidad de amplitud Ey en cualquier punto definido en la fig.3.28,
entonces, sumando ruido al sistema se varfa su intensidad N . De acuerdo con
la resonancia estocdstica, el nivel 6ptimo de ruido es lo que causa la mdxima
coherencia en la respuesta de un sistema forzado por la senal sinusoidal externa;
esto puede ser facilmente comprobado calculdndo la relacién senal ruido, donde
se puede detectar que los componentes alcanzardn un méximo al mismo nivel
del ruido y luego decreceran. Ha de recordarse que en el sistema del Chua no
es necesario buscar un nivel 6ptimo de ruido para cada par de valores de la
intensidad de amplitud F y desplazamiento Af porque, conforme se expuso en
el capitulo anterior, el punto éptimo no cambia significativamente cuando se



3.3 Una posible aplicacién: “resonancia fantasma” 75

Experimental

Fi [HZ]

120
F1[Hz]

Fig. 3.29. Resultado experimental. Respuesta que muestra la frecuencia fantasma.
En el eje de las abcisas se presenta la frecuencia fi, y en el eje de las ordenadas
la fr. Las lineas sefialan la probabilidad de observar la frecuencia fantasma para
k=2,3,4,5,6.

cambian las frecuencias de la senal externa. A través de estos argumentos se ha
obtenido el valor éptimo de ruido N = 0.3V[rms] que se mantendra en todos
los experimentos de este apartado.

Una vez definido el ruido éptimo y el umbral, el procedimiento para la
verificacién experimental de la aparicién la frecuencia fantasma sigue el pro-
cedimiento estdndar; se anade al sistema ruido y la senal sinusoidal externa,
pero en este caso se analizan los cambios de los valores del desplazamiento
Af combinados al de la intensidad de amplitud definidos en la fig.3.28. En
cada punto se verific, a través de los histogramas, que la respuesta del circuito
de Chua (salida V7) aparece en puntos que obedecen la eq.3.10, este resultado
caracteriza la resonancia fantasma fr. Los resultados experimentales se encuen-
tran en la fig.3.29 y los resultados numéricos se muestran en la fig.3.30 como
comparacién. Conviene remarcar el hecho de que el sistema responde con los
valores definidos por la eq.3.10 y presentan picos que son observados en valores
de k = 2,3,4,5, que son similares a los presentados en [54], [55], [56] y [57].

Se puede notar que el sistema responde con puntos definidos de la eq.3.10
que es la firma de la resonancia fantasma. En un marco general, estos resultados
pueden utilizarse en aplicaciones de control de sistemas caéticos cuando estdn
sujetos a una combinacién de senales sinusoidales externas.

3.3.3 Resumen

En estos apartados se ha estudiado el fenémeno de resonancia fantasma.
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Fig. 3.30. Resultado numérico. Respuesta que muestra la frecuencia fantasma . En
el eje de las abcisas se presenta la frecuencia f1, y en el eje de las ordenadas la f,.. Las
lineas sefialan la probabilidad de observar la frecuencia fantasma para k = 2, 3,4, 5, 6.

En el apartado 3.2.1 se ha estudiado el fenémeno sin la presencia del ruido
externo y en el apartado 3.2.2 anadiendo ruido al sistema.

Las verificaciones experimentales han sido hechas utilizando fy = 30H z, es
decir, mucho més baja que la frecuencia media del sistema f.j.

En ambos casos se ha mostrado la posibilidad de observacién del fenémeno.

En estos experimentos se ha mostrado que la presencia de un factor para el
control de la modulacién (m) de la sefial externa puede ser importante para la
observacion del fenémeno en el sistema caético de Chua.

3.4 Resonancia de coherencia

El fenémeno de resonancia de coherencia se caracteriza por una respuesta
6ptima de un sistema bajo un nivel 6ptimo de ruido sin la presencia de ningin
otro forzamiento externo. En este sentido no es muy diferente del fenémeno de
resonancia estocdstica, excepto por la ausencia de una senal externa al sistema;,
por este motivo a veces es conocido como “resonancia estocdstica sin forza-
miento externo”. Es bien sabido que el efecto del ruido en sistemas puramente
temporales puede inducir a la observacién de fenémenos de transiciones [60],
o de induccién de transporte [9]; en sistemas extendidos el ruido es conocido
por inducir una larga variedad de efectos de orden como estructuras coherentes
[45], transiciones de fases [30], separacion de fase [61], resonancia estocdstica
espacio temporal [31], doble resonancia estocdstica [62], entre muchos otros.
La posibilidad de observar resonancia de coherencia ha atraido la atencién de
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la comunidad cientifica recientemente [40], en particular, el fenémeno ha sido
mostrado en un principio en sistemas excitables bajo la influencia de fluctua-
ciones. Una de las caracteristicas principales de los sistemas excitables consiste
en que un pulso generado en la salida del sistema es bédsicamente independiente
de la magnitud de la perturbacién.

El fenémeno de resonancia de coherencia ha sido mostrado en un sistema de
Chua, tanto numeérica [14] como experimentalmente [15], [16]. El interés aqui es
exponer, a través de los resultados obtenidos en estos trabajos([14], [15], [16]),
las principales caracteristicas de la resonancia de coherencia que aparecen en el
sistema de electrénico de Chua operando en régimen cadtico. El hecho de que
este fenémeno pueda aparecer en este sistema complementa el estudio acerca
de la interaccién de un sistema de Chua con una fuente de ruido externo.

Para los anélisis de este fenémeno se toman valores similares para los pard-
metros del sistema de Chua que fueron utilizados en los experimentos de este
apartado: C; = 10nF ,Cy = 100nF, L = 18mH, R = 1.673kS2, TLOS4CN.

Debido a la utilizacién de otros componentes para capacitores e inductores,
la frecuencia interna del sistema en este experimento ha sido de 2.3kHz. Con-
viene destacar el hecho de que los componentes son nominalmente los mismos
excepto por las tolerancias £10%, lo que ha sido la causa del cambio de la
frecuencia.

En ausencia de la senal sinusoidal externa, cuando el sistema es forzado con
niveles bajos de intensidad del ruido, el atractor caético no es capaz de saltar al
atractor imagen de especular. Como no existe una fuerza sinusoidal periédica
externa, no se espera ningun pico indicador de resonancia, que generalmente es
observado a través del SNR. Esto significa que hay que buscar otros indicadores.

Para cuantificar los resultados se calculé la varianzia del tiempo de residen-
cia t, en los atractores cadticos normalizada al valor medio de tiempo < ¢ >
y la funcién normalizada de autocorrelacién de las series de tiempos [15]. Los
resultados se presentan en la fig. 3.31. En la figura se muestran tres trazas tem-
porales tipicas para el voltaje V; con el sistema operando en niveles de ruido
bajo, medio y alto (fig. 3.31a). Cabe destacar que para el nivel intermedio de
ruido (el 6ptimo), la regularidad del proceso de saltos se hace evidente. Esta es
la primera indicacién de que el ruido conduce al sistema caético a una conducta
més regular. La funcién de autocorrelacién mostrada en la fig.3.31b presenta
un punto minimo, bastante profundo en el mismo nivel de ruido, indicando
anticorrelacién méxima entre los estados.

Estos resultados revelan la existencia de un efecto constructivo del ruido
que es capaz de inducir regularidad en el proceso de transicién de un atractor a
otro. Finalmente en la grafica fig. 3.32, se muestran la varianza normalizadas
del tiempo de residencia t, y el minimo de la funcién de correlacién versus
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la funcién de autocorrelacién de los niveles de ruido. De ambas cantidades se

obtiene un minimo cercano a la intensidad de ruido 1.5[Vrms].

En algunos sistemas suele pasar que el nivel 6ptimo de ruido observado

para la resonancia de coherencia coincide con el nivel éptimo de ruido en la

resonancia estocdstica (con senal sinusoidal externa sumada al sistema). Se ha

podido mostrar este hecho de forma experimental; para ello se ha sumado al

sistema, con los mismos pardmetros definidos en este apartado (f.p, = 2.3kH z),

una sefial sinusoidal externa E = FEgysin(27fot), con Ey = 20mV y fo =
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Fig. 3.33. SNR en funcién del ruido, bajo sefial sinusoidal externa E = Egsin(2pi fot)
con fo=2.1kHz y Ey =20mV, en este caso fch =2.3kHz.

2.1kH z, y luego se ha variado el ruido. El resultado se muestra en la fig. 3.33.
Destaca el hecho de que el valor éptimo de ruido en la resonancia estocdstica
coincide con el valor calculado para la resonancia de coherencia.

El desplazamiento del punto 6ptimo del ruido aqui, ha sido debido al cambio
de la frecuencia interna del sistema f.;, mostrando que cambios en la frecuencia
interna del sistema también inducen cambios en la observacién de los fenémeno
en el sistema caético de Chua.

3.4.1 Resumen

En este apartado se ha mostrado que las principales caracteristicas del
fenémeno de resonancia de coherencia aparecen en un sistema de Chua operando
en el régimen cadtico. Se ha podido observar:

Una respuesta mas periddica en la salida del sistema;

El ruido éptimo coincide en los fenémenos de resonancia estocédstica y de
coherencia;

La frecuencia interna del sistema (al igual que el valor de la resistencia R)
también induce cambios en el valor é6ptimo de ruido.






4. Conclusion

En esta parte del trabajo se ha estudiado la interaccién de senales ex-
ternas con el circuito electrénico de Chua operando en el régimen caético y
se ha buscado la verificacién experimental de los fenémenos de resonancia es-
tocdstica, resonancia de coherencia y el fenémeno de la fundamental ausente
(resonancia fantasma). Los andlisis y resultados obtenidos han sido expuestos
en dos capitulos.

En el capitulo 2 se ha explicado el funcionamiento del circuito de Chua
segin el comportamiento de la salidas dindmicas V7, V5 cuando el sistema estd
sujeto a la variacién de los principales pardmetros de control: la frecuencia fj y
amplitud Ey de la senal externa, la resistencia variable R del circuito de Chua
y la intensidad del ruido externo N (ruido blanco Gaussiano), pardmetros que
fueron necesarios para la verificacién experimental de los fenémenos en esta
parte del trabajo. Se ha podido observar que la variaciéon de los pardmetros
internos o externos puede hacer que las trayectorias dindmicas de (V1,V2) se
aproximen a su punto més inestable, caracterizado por la érbita interna del
sistema. Si la aproximacién es efectiva entonces se generan saltos entre los
atractores cadticos, apareciendo en el espacio de fases el conocido atractor
espiral doble.

A partir del anélisis de la interaccién de los pardmetros de control con el
sistema, que se ha observado a través del comportamiento de las drbitas del
atractor espiral simple, fue posible definir, de modo cuantitativo, los valores de
los pardmetros que se han considerados 6ptimos para observar los fenémenos.

Uno de los resultados importantes dentro de estos anélisis, ha sido la deter-
minacion de la curva de amplitud en funcién de la frecuencia de la senal externa
que ha definido un umbral entre los atractores cadticos; este umbral ha sido
importante para la observacién del fenémeno de resonancia estocédstica. Se ha
visto que, al contrario de otros sistemas, este umbral depende de la frecuencia
de la senal externa. También ha sido comentado que para pequenas variaciones
de la intensidad de ruido, el comportamiento de las érbitas internas del atrac-
tor es similar al producido por pequenas variaciones de la amplitud de la senal
sinusoidal externa a frecuencia constante.
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También se ha explicado la dependencia del sistema com variaciones de la
resistencia interna R del circuito; su variacién da inicio a un proceso de bifur-
caciones. Bajo pequenas variaciones de R se ha mostrado que ésta influye en
los valores de los pardmetros que fueron considerados éptimos para la obser-
vacién de los fenémenos analizados aqui. A priori, estos andlisis sirvieron como
método experimental para definir las condiciones iniciales del sistema.

Una vez definidos los valores de control, se pasé al estudio de la resonancia
estocdstica en el capitulo 2, (apartado 3.1). Para este fenémeno se detecté un
claro maximo en la relacién senal ruido para todas las frecuencias analizadas;
este médximo caracteriza la resonancia. Se ha observado que lo méximo se da
aproximadamente para el mismo nivel de ruido, independientemente de la fre-
cuencia de la senal externa. También se observé una resonancia en los arménicos
de las seflales externas (tercer arménico de fo).

Ademas de estos resultados se ha analizado la influencia de otros pardame-
tros. En el caso de la variacién de la amplitud de la senal externa en el sistema,
se ha visto que para amplitudes mds altas que el umbral, el ruido degrada la
senal y la resonancia deja de existir; en cambio para amplitudes cercanas al
umbral la resonancia estocdstica es maximizada.

En el caso de la variacién de la resistencia variable del circuito se detectd
que los valores 6ptimos de ruido cambian con las variaciones de la resistencia R.
Este hecho fue caracterizado por el desplazamiento lateral del méximo. También
se mostré experimentalmente que este sistema exhibe resonancia estocdstica a
frecuencias mucho maés bajas que la frecuencia interna del sistema fep.

Para la cuantificacién de estos resultados se ha utilizado la relacién senal
ruido y el factor de amplificacién 7, que en una adecuada normalizacién, se ha
mostrado que es el mismo para todas las frecuencias estudiadas para valores de
FEy cercanos al umbral. Ademés ha sido mostrado que éstos resultados pueden
ser ajustados a una curva obtenida a través de la teoria adiabdtica.

La resonancia estocdstica en sistemas de Chua ha sido también analizada a
través de histogramas de tiempos. Se ha expuesto que la probabilidad para el
tiempo de residencia consiste de una serie de picos que aparecen en multiplos
pares de la mitad del periodo de la senal sinusoidal de entrada. Similarmente,
la distribucién de probabilidad del tiempo de pulso consiste en una secuencia
de picos que aparecen en multiplos de la senal periddica, y la modulacién puede
ser descrita a partir de la distribucién gamma con un pardmetro de forma que
crece con la intensidad de ruido. Los picos de la probabilidad del tiempo de
residencia y de pulso estdn asociados con la dindmica interna del atractor 1/ fep,.

También se ha mostrado que el tiempo de saltos decae exponencialmente
con la intensidad de ruido para amplitudes de la senal externa situadas por
debajo del umbral, para todas las frecuencias de la senal externa. Ademéds
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se ha visto que la intensidad del ruido éptima corresponde a un punto de
inflexion en el estudio de la dependencia del ruido, y es proporcional al nimero
de residencia o al tiempo de pulso cercano a los picos de su propia distribucién
de probabilidades y también al nimero total de estos tiempos. La intensidad de
ruido éptima es la misma que ha sido definida a través del méximo observado
en la curva para el factor de amplificaciéon que ha sido calculado a través de la
transformada de Fourier de la sefial de salida del sistema.

En el apartado 3.2 se ha estudiado el fenémeno de la resonancia fantasma
con y sin la presencia del ruido externo. Al afiadirse ruido al sistema, ha sido
posible verificar algunas de las principales caracteristicas del fenémeno para
frecuencias de la senal externa bajas.

Se ha expuesto también la posibilidad de verificar el fenémeno sin la pre-
sencia de ruido externo; en este caso se han utilizado frecuencias de la senal
externa del mismo orden de magnitud que la frecuencia interna de sistema fp,.
Se ha mostrado que una variable utilizada para el control de la modulacién m
de la senal externa puede ser importante para la observacién del fenémeno.

En el apartado 3.3, se ha estudiado el fenémeno de resonancia de coherencia.
Se ha visto que en la salida del sistema se detecta una respuesta casi periédica,
y que es inducida por efecto de una cantidad éptima de ruido externo. También
han sido comparados los resultados entre los fenémeno de resonancia estocéstica
y de coherencia, y se ha verificado una posible relacién entre ellos, dado que
los niveles 6ptimos del ruido apreciados en los dos fenémenos coinciden entre
si. Los resultados han sido cuantificados a través de la variancia del tiempo de
residencia, de la presencia de un minimo en la funcién de correlacién temporal
y de la presencia del méximo en la SNR.

Finalmente, como consecuencia de estos estudios quedan abiertas otras posi-
bilidades como la interaccién del ruido de color con este sistema cadtico. Las
combinaciones con méds de una sefnial sinusoidal ofrecen varios fenémenos que
todavia no estédn totalmente aclarados: el fenémeno de la fundamental ausente
(frecuencia fantasma) es uno de ellos. Estos resultados probablemente puedan
ser extendidos en aplicaciones en el estudio de sincronizacién y control de sis-
temas cadticos.

En la siguiente parte del trabajo se estudiara la sincronizacién entre sistemas
de Chua operando en el régimen caético. El sistema serd usado como aparato
experimental para estudios de fenémenos en los que los pardmetros internos del
sistema juegan el papel principal.
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Parte 11

Sincronizacion entre sistemas cadticos






5. Introduccién

El estudio de la sincronizacién entre sistemas acoplados es conocido desde
el trabajo de Huygens en 1673 que trataba sobre péndulos interconectados.
Posteriormente estos conceptos fueron aplicados a diversos sistemas, y fue a
principios del siglo XX cuando se descubrié que también pueden observarse en
sistemas eléctricos y electromecdnicos [1]. Recientemente, a partir de los estu-
dios de oscilaciones cadticas, se ha verificado la posibilidad de sincronizacién
de sistemas que exhiben tal comportamiento. Han sido Pecora y Carroll los
que han mostrado experimentalmente que comportamientos cadticos aparente-
mente aleatorios e imprevisibles pueden fundirse en una tunica trayectoria; con
estos resultados surgieron nuevas expectativas en torno a la teoria del caos [2].

Lo sorprendente del fenémeno de sincronizacién entre dos sistemas cadticos
aparece cuando se considera la dependencia de la dindmica cadtica en las condi-
ciones iniciales del sistema. Esta cualidad hace que la mds minima diferencia
en la descripcion del estado del sistema provoque cambios que hace distintos a
sistemas complejos que originariamente eran tan parecidos como se les quiera
suponer. Pero, bajo el peso de una suficiente intensidad de acoplamiento, ini-
cialmente los sistemas podrédn evolucionar siguiendo una trayectoria comun,
dando lugar al fenémeno de sincronizacion.

La sincronizacion entre dos sistemas se consigue cuando uno de ellos cam-
bia su trayectoria, bien hacia la seguida por el otro sistema o bien hacia una
nueva trayectoria comin a ambos [3]. De manera genérica la sincronizacién
cadtica puede ser definida como una conformidad en el tiempo de dos o mds
procesos cadticos, caracterizada por una métrica entre algunas variables de es-
tos procesos. El fenémeno de sincronizaciéon también puede ser visto como una
manifestacién de la tendencia a la auto-organizacién en sistemas complejos [1].

En el pasado el estudio de la sincronizacién se limitaba al andlisis de sistemas
con comportamiento periédico. A partir del estudio de comportamientos com-
plejos (quasi periddicos, caos) se han observados nuevos tipos de sincronizacién
que pueden asumir diversas formas, lo que implica diversidad de tipos de sin-
cronizacién. Una vez definido el tipo de sincronizacién deseada, el problema
central consiste en establecer la existencia y la estabilidad de las soluciones que
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corresponden a un movimiento sincronizado. En proyectos de sistemas (espe-
cialmente importante en esta parte del trabajo) esto influye en la determinacién
del tipo de acoplamiento deseado, lo cual marca la necesidad de establecer algiin
tipo de conexién entre ambos sistemas. Cabe destacar que la conexién escogida
es fundamental para que el fenémeno tenga lugar. El acoplamiento podré ser
fundamentalmente de dos tipos: difusivo y conductivo.

Por regla general, los acoplamientos difusivos aparecen cuando los sistemas
son conectados a través de un término de difusiéon que regula con su valor el
estado de sincronizacién de ambos sistemas. El segundo tipo de acoplamiento,
el conductivo, se lleva a cabo mediante la conduccién de la dindmica de uno
de los sistemas por alguna de sus variables que actiia como conductor. Esta
conduccién puede ser global o local segiin que la introduccién de la variable
conductora reemplace en parte o totalmente a su variable andloga en el sistema
receptor. Dentro de estos dos grupos existen diversas modalidades; asi el aco-
plamiento podrd ser unidireccional o bidireccional, global o parcial, simple o
complejo. Pero hay que tener en cuenta que continuamente aparecen en la li-
teratura cientffica nuevas modalidades de sincronizacién [4]. Existen diferentes
nociones o definiciones de sincronizacién, algunas de ellas son: sincronizacién
idéntica, sincronizacién de fase, sincronizacién de retardo y sincronizacién ge-
neralizada.

Estos tipos distintos de sincronizacién siguen los siguientes requisitos bési-
cos: separacion del sistema global en subsistemas, un método de medicién de
propiedades especificas de las trayectorias de los subsistemas, un método de
comparacién de estas propiedades, un criterio que permita evaluar la existen-
cia de conformidad temporal, etc.

En particular en esta parte del trabajo se estudia en dos formas de arquitec-
tura de acoplamiento en un sistema de Chua operando en el régimen caotico:
la sincronizacién entre dos tinicos elementos interconectados entre si y conec-
tados de forma bidirecional, y la sincronizacién entre tres circuitos de Chua
conectados bidirecionalmente en forma de cadena lineal.

La primera arquitectura ha sido construida para estudiar los resultados de
un modelo de ecuaciones conocidas como “desarrollo del parametro de orden”
(Order Parameter Expantion). La idea general que propone estd relacionada
con una de las caracteristicas conocidas de los sistemas complejos que aparece
cuando se analiza la dindmica de diferentes sistemas: en general ésta depende
del nivel de observacién adoptado. La dindmica de poblaciones bioldgicas es un
ejemplo clédsico. Esta dindmica puede aplicarse al estudio de procesos molecu-
lares; a la interaccién entre dos células o a una unica célula. Mientras que las
propiedades del proceso molecular de una tinica célula en una poblacién son
bien conocidas, la funcién y el papel de la poblacién no lo son. A nivel de or-
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ganismo, serfa interesante que la evolucién dindmica de la poblacién estuviera
fundamentada en algunas de las normas de la interaccién de células individua-
les. Asi, el modelo es una propuesta dirigida al estudio de cémo aproximar la
dindmica macroscépica emergente dentro del contexto de sistemas dindmicos
acoplados globalmente. El andlisis dentro de este modelo parte de un régimen
de perfecta sincronizacién entre unidades idénticas, en el cual el desorden es
introducido en cualquiera de las formas de diferencia entre pardmetros (mis-
match) o ruido. De esta manera se utilizardn los circuitos de Chua para la
comprobacién experimental de algunos de los resultados tedéricos del modelo.

La segunda arquitectura estd motivada por el reciente interés en el compor-
tamiento colectivo de redes dindmicas y ha sido necesaria para determinar las
condiciones por las cuales la sincronizacién persiste en la presencia de miiltiples
interacciones entre varios osciladores. Una de las primeras extensiones al caso
de dos osciladores es un cadena linear de tres elementos acoplados. Algunos
resultados interesantes en este sentido se han obtenido en sistema de ldseres
acoplados en cadena lineal [5] , [6], [7]. En uno de los resultados se ha descrito
que los ldseres extremos se encuentran sincronizados, pero el laser central per-
manece no sincronizado. Este fenémeno abre varias posibilidades en el estudio
de sincronizacién general. Por lo tanto, un objetivo inmediato es estudiar el
fenémeno de sincronizacién en circuitos de Chua acoplados en cadena lineal y
estudiar la fenomenologia para las diferentes intensidades del acoplamiento.

Es importante remarcar que los tipos de acoplamiento en un circuito de
Chua son conocidos en la literatura [8]. En la primera configuracién experimen-
tal se ha utilizado un acoplamiento bidirecional entre los circuitos electrénicos y
para la construccién de este acoplamiento se han utilizado resistores conectados
a las variables de salida del sistema (V7, V3). En la segunda configuracién expe-
rimental se han utilizado una serie de conexiones unidireccionales construidas a
través de seguidores de tensién (Buffers) en salidas dindmicas de los elementos
del sistema, pero su configuracién es bidireccional cuando se tienen en cuenta
las conexiones entre los dos sistemas: el central y el externo, por lo tanto, como
hay un rector de informacién entre los sistemas, este tipo de configuracién se
considera bidireccional.

En los siguientes apartados se ampliard la informacién acerca de los asuntos
comentados. En primer lugar se estudiara el régimen coherente de dos circuitos
Chua acoplados mutuamente, y en segundo lugar se analizard experimental-
mente la sincronizacion entre tres circuitos de Chua acoplados.






6. Régimen coherente de circuitos acoplados
mutuamente

Se estudia la dindmica que emerge entre circuitos de Chua acoplados fuerte-
mente con desintonia de pardmetros (“mismatch”). Para una regién cercana al
estado de perfecta sincronizaciéon se muestra cémo combinar pardmetros dis-
tintos y acoplamientos para obtener un robusto y preciso régimen previamente
conocido. Este proceso sirve para obtener regimenes que pueden encontrarse
fuera de la escala de pardmetros accesibles de un unico elemento (aislado). Los
resultados se obtienen a través de una técnica tedrica reciente conocida como
“desarrollo del pardmetro de orden” (the order parameter expansion), y se
verifican tanto numérica como experimentalmente a través de un circuito elec-
trénico de Chua. Los resultados tedricos indican que el mismo cambio obtenido
en la dindmica colectiva puede obtenerse en una poblacién de circuitos elec-
trénicos fuertemente acoplados con desintonia de pardmetros.

6.1 Introduccion

Una de las caracteristicas mds importantes de la interaccién entre os-
ciladores es la posibilidad de que se sincronicen. El fenémeno de sincronizacién
es universal en poblaciones y debido a su importancia ha sido estudiado en
varias dreas de la ciencia [9], [10], [11]. En particular, ha llamado mucho la
atencién el estudio de sistemas acoplados globalmente como modelo de una
variedad de sistemas fisicos [12], quimicos [13], [14] y biolégicos [15], [16].

En general, los estudios tedéricos suponen que las poblaciones estdn compues-
tas por unidades idénticas, pero en sistemas experimentales existira siempre una
inevitable diversidad entre los osciladores, o sea, una diferencia (mismatch) en
sus pardmetros. El efecto de la diversidad entre los sistemas, puede ser un obs-
tdculo a la sincronizacién y llevar al sistema a un régimen incoherente si el
acoplamiento es débil.

La principal caracteristica de incoherencia es que los movimientos de cada
elemento de la poblacién se hacen independientes uno del otro. La colectividad
dindmica bien algun estacionario alrededor de un valor medio (para infinitos
nimeros de elementos) o mostrard fluctuaciones que escalan con el tamano
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de la poblacién. Cuando el acoplamiento crece, algunos o todos los elementos
de las poblaciones se sincronizan y como resultado empiezan a detectarse os-
cilaciones a nivel macroscépico. La transicién para la oscilacién colectiva estd
tipicamente acompanada por regimenes altamente complejos, como clustering
[17], sincronizacién de fase [18], etc.

Cuando el acoplamiento es muy fuerte los elementos de la poblacién estan
completamente sincronizados. Esto estd caracterizado por el alto grado de co-
herencia presentada por el comportamiento global de poblacién. Esto significa
que todos los elementos de la poblacién deben tener el mismo tipo de dindmica.
Aparte de las pequenas diferencias debido a la diversidad microscépica, se puede
decir que la dindmica a nivel microscépico se refleja en la dindmica del nivel
macroscopico.

Son numerosos los avances tedricos acerca del andlisis del sistema con aco-
plamiento global, en cambio, la verificacién experimental se ha revelado ex-
tremadamente dificil. La transicién de Kuramoto desde la incoherencia hacia
el estado localizado (locked state) es un buen ejemplo en este sentido [19].
Tal ejemplo de transicién data de 1975, y es uno de los mds conocidos y de
resultados mas generales en la teoria de sincronizacién. A pesar de todo, sola-
mente se ha podido verificar experimentalmente en un sistema y requiere una
implementacién ad hoc [20].

En los experimentos surgen dos problemas principales. Uno es la dificul-
tad en el control o las medidas de los pardmetros variables del sistema. El
segundo estd relacionado con el acoplamiento global, que se da raramente en
la naturaleza como un caso limite de acoplamiento local con alta correlacién.
Esta limitacién experimental es especialmente relevante para regimenes cer-
canos a la incoherencia, que son muy fragiles con respecto a los cambios de las
propiedades microscépicas, asi como a los efectos de campo finito.

De esta forma, para evitar los problemas asociados a la incoherencia, este
trabajo se centra en los acoplamientos globales cercanos al estado de sin-
cronizacién. Como se ha mostrado recientemente, tal estado coherente no de-
pende demasiado del tamano de la poblacién [21], [22]. Este hecho es muy im-
portante desde un punto de vista experimental, debido a que el comportamiento
colectivo puede estudiarse en sistemas que poseen dos unicos elementos y sus
resultados se pueden extender al total de la poblacién. Asi mismo, la coherencia
dindmica puede describirse a través de ecuaciones de baja dimensién con sélo
pocos pardametros.

Las transiciones entre los diferentes regimenes corresponden a bifurcaciones
que involucran un pequeno nimero de grados de libertad y pardametros. De
esta forma adquieren una robustez que serd muy ventajosa frente a los cambios
microscépicos de la poblacién.
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Se estudia el régimen de acoplamiento fuerte entre dos circuitos de Chua
como una aplicacién de tales resultados tedricos, debido a las ventajas de este
tipo de circuito, que ya han sido mencionadas en otros apartados.

En el apartado 6.2 y 6.3 se considera algunos conceptos acerca de acopla-
miento acoplamiento global y acoplamiento de populaciones con desintonfa en
los parametros.

Asi en el apartado 6.4 se calculan las ecuaciones para la dindmica ma-
croscopica de los elementos de una poblacién interactuando reflexivamente (de
tamano N) dentro de un régimen coherente. Esta representacion sirve para rep-
resentar la dindmica del sistema experimental. A partir de esto, se presentaran
algunos resultados experimentales con el objetivo de comparar la prediccién
tedrica.

En la apartado 6.5 se muestra como la desintonia entre pardmetros puede
ser usada para conducir al campo medio y al circuito individual a regimenes
que son diferentes.

En el apartado 6.6 se considera el caso en que el elemento individual es
diferente en escala de tiempo de su movimiento y se expone el régimen de
muerte de la oscilacién (del inglés "oscilation death"). Aquf los pardmetros de
diversidad inducen una supresién de las oscilaciones colectivas e individuales.

Por tltimo en el apartado 6.7 se presenta un resumen acerca del capitulo.

6.2 Acoplamiento global

Sistemas dindmicos acoplados globalmente han sido estudiados como mo-
delos para poblaciones de osciladores interactuando entre si diversos sistemas,
series (arrays) de semiconductores [23], osciladores electroquimicos [24], neu-
ronas [25], etc. De manera general, se pueden hacer algunas consideraciones
acerca de elementos dindmicos aislados (o microscépicos, o locales) en térmi-
nos de un sistema de ecuaciones diferenciales:

xj = f () =120 (6.1)

El acoplamiento global es definido en general como la dependencia de las
ecuaciones para cada elemento en los estados de todos los otros elementos (todos
contra todos), los cuales contribuyen idénticamente. De esta manera, el término
de interaccién es cominmente escrito como una funcién de media sobre toda
la poblacién. En este caso las ecuaciones diferenciales de “acoplamiento global
o de campo medio” son expresadas de la siguiente forma
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&y = f (@) +k (@), (6.2)

donde k = R™ — R"™ es la funcién de acoplamiento global, NV es el tamano de la
poblacién y (z) = 1/N Z;\le x; es el promedio sobre toda la poblacién. Estas
ecuaciones definen la “dindmica microscépica o individual”.

El acoplamiento global puede ser visto como un caso limite de las diferentes
interacciones de estructuras, como si todos los elementos de la poblacién no
estuvieran localmente acoplados. En muchos casos relevantes en la préctica, el
acoplamiento entre las unidades se debe al proceso difusivo, por eso los términos
de interaccién son cominmente escritos en la forma de “acoplamiento lineal”,
que aproxima el operador difusién, si la escala de tiempo de difusién es méds
lenta que la dindmica individual. En este caso la dindmica microscépica para
las ecuaciones diferenciales puede ser escrita en la forma:

a; = f(z5) + K ({z) — ;) j=1,2,..N, (6.3)

donde la matriz &’ es la medida para la intensidad de acoplamiento entre los
diferentes componente del vector de estado de la dindmica de cada elemento.
Aqui, se considerara el caso en que todas las variables se acoplen con la misma
intensidad. En este caso, k' es definido como proporcional a la matriz identi-
dad a través de un coeficiente escalar K, que es conocido como intensidad de
acoplamiento y se habla entonces en “acoplamiento escalar”. Se asume K como
un nimero real y no negativo.

Acerca del comportamiento colectivo las cantidades medias son tipicamente
estadisticas, en particular el valor medio de algunas variables serdn referi-
das como “campo medio”, que es usualmente asumido como “observables
macroscopicos”.

1 N
X = (z)= Nzxj . (6.4)

Los observables macroscépicos son los que caracterizan el comportamiento
global de la poblacién, indicando si la colectividad dindmica pasa por cambios
cualitativos.

Desde el punto de vista fisico, donde las transiciones de fases son uni-
versalmente descritas en términos de cantidades de medias, las variables
macroscopicas son también conocidas como “pardmetros de orden”.

Se repite aqui, pero en esta ocasién en base a las definiciones matemaéticas,
que una cuestién general es como caracterizar el comportamiento del campo
medio (variables macroscépicas) dadas sus caracteristicas microscépicas y vice
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versa; como sacar informacién acerca de un elemento de la poblacién a través
de medidas puramente macroscopicas.

Todavia no se conoce la solucién general para esta cuestién, a pesar de
que algunos resultados se han obtenido para un subconjunto dado y a partir
de condiciones microscépicas. Estos resultados dependen principalmente de la
existencia de casos limites donde el problema puede ser formulado en términos
simples, como cuando los osciladores estdn desacoplados y cuando todos ellos
tienen la misma trayectoria.

6.3 Poblaciones con “desintonia en los parametro ”

Aunque las poblaciones de sistemas dindmicos idénticas se han revelado ex-
tremadamente ttiles en estudios de propiedades colectivas de sistemas con mu-
chos grados de libertad, las poblaciones de elementos reales poseen inevitable-
mente algin grado de diversidad microscépica.

Las diferencias entre las unidades que componen la poblacién se pueden
revelar a sf mismas al nivel de la dindmica emergente, causando asf un régimen
que no puede ser observado cuando los componentes son estrictamente idénticos
[15]. Pero, como se verd mds adelante, es posible mostrar que la desintonia
entre pardmetros (“mismatch”) puede actuar como un pardmetro de control
induciendo cambios cualitativos en el atractor cadtico. Sea el sistema dindmico
descripto por:

zj = f(2,05) + 5 > _(@i — ) j=123.. (6.5)

Aqui, la dindmica del elemento microscépico (o aislado) f(z) = f(z;,p;)
es definida como una funcién suave f; = R" — R™ que describe la evolucién
de N variables de estado que dependen del vector de estado x; € R™.

Se habla de acoplamiento lineal debido a que la ecuacién de movimiento
de un elemento es alterada por un término que es la combinacién lineal de
la diferencia entre los vectores de estado de los elementos considerados y el
vector de estado de los otros elementos. De esta manera el acoplamiento es
aproximadamente difusivo.

La forma lineal del término de acoplamiento es una consecuencia de la
linealizacién del operador difusién cercano a los punto fijos [26]. Cuando los
sistemas se encuentran fuera del equilibrio, la aproximacién de acoplamiento
difusivo puede no ser suficiente. Debido a ello, solamente se tendran en cuenta
poblaciones con acoplamiento lineal, incluso si la deduccién de la ecuacién
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macroscopica es susceptible de una extensién a un caso donde es considerada
la no linealidad.

En la eq. 6.5 las influencias de los componentes de un estado vectorial de
un elemento de la poblacién sobre otros elementos son cuantificados a través
de la matriz de acoplamiento k’. Cuando la matriz es proporcional a la matriz
identidad, que es k¥’ = KI, se habla entonces de un “acoplamiento vectorial
isotrépico”, y K € R serd la intensidad del acoplamiento. En cambio, cuando
solamente una componente estd acoplada se habla de acoplamiento escalar. Se
considera K > 0 cuando el acoplamiento es isotrépico.

Cuando cada elemento de la poblacién estd igualmente influenciado por
otras unidades, el término del acoplamiento (todos con todos) es definido como
un acoplamiento global:

1 N
NZ(M —a;) = (X —xj), (6.6)

i=1

donde el elemento individual estd influenciado por el vector medio de estado,
definido a través del campo medio:

1 N
X =(z)= NZ:EZ- . (6.7)
i=1

Se considera ahora una formulacién més general de la ecuacién :

d‘:j = f(xjapj) +k(X7mj) ) (6.8)

donde el intercambio de informacién de la colectividad en las dindmicas indivi-
duales de sus elementos se define a través de una funcién de acoplamiento global
k : R™ — R". En consecuencia, si esta funcién se encuentra dentro del escenario
de perfecta sincronizacién de sistemas idénticos, la funcién de acoplamiento ha
de satisfacer la relacién k(X, X) = 0 y los autovalores de su matriz Jacobiana
D,k (X, X) deben tener una parte real y positiva. Dentro de esta aplicacién, se
utilizard el acoplamiento vectorial lineal, y la relacién k(X, z;) = K (X — ;).

Por simplicidad, se supone que la diversidad dentro de la poblacién puede
ser considerada por un pardmetro escalar p; € R a través del cual el elemento
dindmico microscépico depende linealmente (en el sentido en que sus derivadas
parciales f(z;,p;) de orden mayores que 1 en p;, sean cero).

La desintonfa entre los pardmetros, no cambia en el tiempo y asumen
una distribucion G : R — R. En principio, aqui no se requiere ninguna
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propiedad regular para la distribucién, excepto que tenga momentos finitos
mg = [< G(p) — G(po) >]?. Consecuentemente es posible considerar tanto
tamanos de poblacién finitas como infinitas. Dentro de este contexto, se dis-
tingue el pardmetro del nivel individual, esto es, pardmetro p; que gobierna la
evolucién del elemento individual, y pardmetros a nivel de poblacién.

En particular en pos de dirigir el efecto en la dindmica colectiva en un
cambio en el desorden microscépico, la variancia 62 de la distribucién de los
pardmetros se escogerda como un pardametro de control.

6.4 El desarrollo del parametro de orden para circuitos
de Chua acoplados

El desarrollo del pardmetro de orden [21], [22], [27] es una técnica aplicada
al estudio de regimenes que bifurcan, desde un estado de perfecta sincronia,
en poblaciones con elementos acoplados global y fuertemente cuando se incre-
menta desintonia entre los pardmetros. Esta aproximaciéon también describe
los cambios en el comportamiento coherente que tienen lugar en la diversidad
de la poblacién cuando el acoplamiento es modificado. Se deben considerar los
principales resultados acerca de este tema a partir de la siguiente ecuacién:

z=f(x,p;) + K (X —z;),j=1,2,..N, (6.9)

donde p; es el pardmetro desintonfa respecto a un valor prefijado que toman

los sistemas individuales de la poblacién. La dindmica de cada elemento
F(X) = f(zj;,p;) se define a través de una funcién f : R" — R™. Todos
los elementos se acoplan al campo medio de poblacién X = (z;) a través de
la funcién de acoplamiento K (X — z;) que, como se observard luego, se usa
en un acoplamiento electrénico; esto puede hacerse suponiendo este acopla-
miento como un operador diagonal (de hecho, en las refs. [22], [27] puede verse
representado un sistema més general).

La idea bésica del método es obtener una ecuacién efectiva de movimiento
para el campo medio X, vilida cuando todo elemento se vuelve cercano a X.
Esto puede ocurrir cuando se consideran regimenes que son perturbaciones de
estados de perfecta sincronizacién definidos como z; = X. Bajo esta consid-
eracion, la eq. 6.9 puede ser desarrolloada en desviaciones desde el campo medio
€; =x; — X y desde el pardmetro medio A = p; — pg, con py = (p;),

=1 (X,po) + Daf (X,po) &5 + Dpf (X,90) 8+ Dap (X,p0) €385 10)
+R(Xap0agj)+k(X)€J |
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donde la matriz jacobiana de la funcién de acoplamiento calculada en el estado
de perfecta sincronizacién es k (X) = D,[K (X, X)] = 0. Debido a la dependen-
cia lineal de la dindmica de los elementos microscépicos sobre los pardmetros,
el término R(X,po,e;) es independiente de ¢ y contiene términos de mayor
orden que 1 en ¢;, entonces se puede eliminar R(X, po,€;) de la ecuacién. Vale
mencionar que también se supone

lell = llz; = X[ < 15 (6.11)

esta condicién refleja la idea que, contrario al caso de incoherencia, donde los
osciladores estédn lejos del campo medio, en los casos sincronizados los puntos
representativos de la poblacién siguen sélidamente el movimiento del campo
medio, por lo tanto se puede decir que la ecuacién 6.11 es la condicién de
coherencia.

Ahora haciendo el promedio para la ecuacién 6.10 resulta

T = f(X,po) + Dz pf (X,p0) <5j6j> (6.12)
donde
W =< e >, (6.13)

es una variable macroscépica, el pardmetro de orden de forma (“Shape”). Aqui
po es un valor medio y 62 es la desviacién estdandar de los pardmetros de dis-
tribucién. Los operadores derivadas fueron definidos como: Dx = %, D, = 3%
y Dw,p - %;p

Ahora el paso es determinar la dindmica del pardmetro de forma W para
obtener un sistema cerrado para dos variables macroscépicas. Diferenciando

6.13 y luego substituyendo en 6.10 se obtiene:

w = [Dyf (X,po) —k(X)] < 6 > +Dpf (X,p0) (6*) + Dy f (X, po) (57),
(6.14)

donde nuevamente se eliminan los términos de orden mayor que . Para sistemas
cerrados, el término D, f(X, po) <5(52> puede ser eliminado en dos casos: con
respecto a Dy f(X, po) (de), si los pardmetros diferencia p; y ¢ son pequenos, y
con respecto a D, f(X,po) (6°) si lo son los pardmetros ; que corresponden a
acoplamientos suficientemente fuertes. Por lo tanto las ecuaciones 6.12 y 6.14
proporcionan un sistema dindmico macroscépico o sistema reducido
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Fig. 6.1. Diagrama esquemdtico de la configuracién experimental

Z.L' = F(X,po) + Dz,pF(vao)W
(6.15)

W = O'QDPF<X,p0) + [DwF(XapO) - K]W

Siendo de baja dimensién, esta ecuacion posee la ventaja de tener un claro sig-
nificado fisico: el campo medio se comporta de forma similar al elemento medio
perturbado a través de la variable macroscépica W =< de > que cuantifica la
desintonia en el espacio de fases y de pardmetros.

Los regimenes macroscépicos aparecen como un desdoblamiento de esta-

dos perfectamente acoplados X = F(X,pg) y son controlados a través de los
pardmetros K y 6. Tal ecuacién es considerada cuando el desplazamiento es
pequeno desde el campo medio €, o sea, cuando el acoplamiento es suficiente-
mente fuerte en comparacién a la desintonfa entre pardmetros.

Otra consideracion importante es que la eq.6.15 no depende del tamano de
la poblacién. Consecuentemente, los resultados obtenidos para dos elementos
pueden ser generalizados para un conjunto mayor de elementos.

Se utilizard como aplicacién de la eq.6.15 el caso de dos circuitos de Chua
mutuamente acoplados. La configuracién del sistema experimental que se ha
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estudiado estd representada en la fig 6.1. Las ecuaciones estdn escritas en
términos de los voltajes Vi y V5 y de la corriente I que pasa por el inductor.
Esta es la forma cldsica usada para describir las ecuaciones de los circuitos; a
continuaciéon se muestran las ecuaciones para el primer circuito:

.1 .
V)= i VE = S|V 4+ BY| - [V — BY))

~ CIR, 2CT
= (G o ) VP + o (W= 12)
2 (6.16)
Vy= C%}Il + CflR1 (Vll - V12) + ﬁ (V12 - V22) ;

— b 1172
Il—Tlll—Kvl 5

aqui R’f72 son los resistores de acoplamiento; estos resistores seran utilizados
como principales pardmetros de control. Los pardmetros internos se pueden
ver en la fig. 6.1. A menos que esté indicado explicitamente de otra manera,
estos valores serdn usados en la préxima seccién. El segundo circuito tiene una
ecuacién equivalente, y estd indicado con el indice 2.

Anteriormente, se ha mencionado que el término de acoplamiento en la
eq.6.16 puede ser asumido como acoplamiento global, y en consecuencia la
correspondencia con la eq.6.9 se establece facilmente. La dependencia sobre el
campo medio aparece a través la siguiente relacién:

(Vi =V =g +V{ —2v) =2 (< Vi > —V}). (6.17)

El acoplamiento constante son los factores multiplicativos 1/C' R}, 1/C?R2
. En este punto, se identifica 2; como el vector (V;', V2, I;) y fj(x;) como la
ecuacién para un solo circuito. La matriz de acoplamiento sera:

_1 0
CiR;
0 0 0

Cuando los dos circuitos tienen capacidades idénticas el acoplamiento es
simétrico. La ecuacién del sistema reducido para el circuito de Chua puede ser
escrita como:
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F)=Sv+ i - GG (v, 4+ BP| — |V; — BP))

F2) =4 (I+ Vll—zv“‘) : (6.19)

fB3)=—1 (ir" = V&)

y la matriz jacobiana serd

Ji,1 LR 0

_ 1 1
J= R "~ C,E O (6.20)

o 1 %

donde j1 1 = g—iVl + Yt G;%?b (IVi + BP| — |V; — BP?|). Con este forma-
lismo, se utilizard la eq6.15 sobre algunas condiciones especificas y se estudiard
el régimen que emerge debido a la desintonfa entre los pardmetros y el acopla-

miento.

6.5 Acoplamiento mutuo fuerte

Aqui se considera el caso particular en que la desintonia se limita sola-
mente al valor interno del resistor R 2, mientras que el pardmetro interno de
orden se mantiene idéntico. El resistor de acoplamiento RfQ se escoge bastante
débil para asegurar que el acoplamiento sea fuerte y el régimen coherente. Bajo
estas condiciones, la colectividad dindmica serd igual a la del oscilador medio.
Esto corresponde a un sistema de ecuacién idéntico para cada elemento sim-
ple, excepto para el pardmetro en que se impone la diversidad, substituida por
el valor medio. Intuitivamente, tal propiedad de la dindmica macroscépica se
debe al hecho de que, cuando la matriz de acoplamiento es predominantemente
diagonal, el pardmetro W (Shaper) permanece pequefio. Esto corresponde a
la situacién en que la poblacién se encuentra muy cercana al valor del campo
medio. En el limite en que el acoplamiento es infinitamente fuerte, W desa-
parece y la eq.6.15 serd la ecuacién para el oscilador medio.

Con estas consideraciones existen interesantes implicaciones en el control
del comportamiento colectivo de poblaciones de sistemas dindmicos, como la
deteccién de caracteristicas microscépicas en términos de la pura observacién
macroscopica. Ciertamente, la dindmica que se estabiliza a través de los cir-
cuitos no idénticamente acoplados podria no alcanzarse si los elementos no
estuvieran acoplados. De este modo el régimen colectivo se codifica en diver-
sidad y acoplamiento méds que por las caracteristicas internas de los circuitos
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Fig. 6.2. En a) y b) los circuitos estan no acoplados (R1 = 1.740k{2, R2 = 1.664k(2).
En c¢) es mostrada las salidas dindmicas (V1, V2) del primero circuito despues de
acoplado. En d) el primero circuito (no acoplado) estd sintonizado al termo medio
(R1+ R2)/2.

individuales. No obstante, la eq.6.15 permite una directa identificacién de tal
comportamiento colectivo.

Como aplicacion, hay que observar el caso en que ambos circuitos operan en
regimenes periédicos. La fig.6.2 (a y b) muestra el atractor medido resultante
de los dos circuitos no acoplados de periodo 3 y 4, respectivamente obtenidos
del experimento. En la fig. 6.2c se presenta la dindmica que resulta del acopla-
miento. Ambos osciladores se comportan cadticamente a través de la desintonia
entre sus parametros, los cuales afectan en muy poca medida a su dindmica
individual. Como ha sido supuesto en la eq. 6.15, el régimen que se obtiene a
partir del acoplamiento fuerte del circuito es el mismo que el que se ha obtenido
en la dindmica de un unico circuito sin acoplamiento y con el resistor interno
sintonizado en el valor medio (ver fig.6.2d).

La misma idea puede ser usada para estabilizar érbitas periédicas no esta-
bles: se considera el caso en el cual ambos circuitos muestran dindmica cadtica
cuando se encuentran no acoplados y en el que, ademas, los valores de los para-
metros estdn localizados en lados opuestos de una ventana periédica. En la fig.
6.3c se aprecia que, una vez acoplados, ambos circuitos se sincronizan sobre una
orbita de periodo tres.
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Fig. 6.3. En a) y b) los circuitos no estdn acoplados (R1 = 1.621k{2, Ry = 1.745k12).
En c¢) se muestran las salidas dindmicas (Vi, V2) del primer circuito después de
acoplado. En d) el primer circuito, no acoplado, estd sintonizado al término medio
(R1+ R2)/2,

La posibilidad de obtener una nueva dindmica de manera cuantitativa a
través de dos circuitos acoplados con diferentes pardmetros internos es robusta
con respecto a cambios en la intensidad de acoplamiento (también bajo dife-
rentes modificaciones en los resistores), siempre que ambos resistores de aco-
plamiento sean lo suficientemente pequenos, o sea, que el acoplamiento sea
suficientemente fuerte. Esta robustez ha sido confirmada repitiendo los dos
experimentos descritos utilizando valores medios de los resistores de acopla-
miento.

Para conducir mejor el sistema a un régimen especifico, el experimento
también revela que el limite matematico de acoplamiento fuerte infinito puede
ser alcanzable en buena aproximacién, incluso para valores disponibles de re-
sistencia. También es importante remarcar que para conseguir un determinado
régimen, sélo es necesario conocer el diagrama de bifurcacién para un circuito
aislado: esta informacién se puede obtener principalmente de una forma expe-
rimental y no requiere el conocimiento de la forma de la funcién f.



106 6. Régimen coherente de circuitos acoplados mutuamente

6.6 Muerte de la oscilacion en un circuito con desintonia
en el tiempo caracteristico

En esta seccién, nos interesa el régimen colectivo debido a las modifica-
ciones en la intensidad de acoplamiento. En particular, se proporcionard una
verificacién experimental de muerte de oscilaciones en sistemas cadticos acopla-
dos.

En este régimen la dindmica de cada elemento de la poblacién es suprimida
como un efecto colectivo, esto es, resultando de la interaccién entre acopla-
miento y diversidad. La muerte de la oscilacién ha sido preveamente descrita
en poblaciones de ciclos limites de osciladores con acoplamiento directos [28],
[29] o en sistema con retraso [30]. Recientemente el desarrollo del pardmetro
de orden ha sido usado para demostrar que ese régimen puede aparecer bajo
condiciones genéricas en poblaciones de elementos acoplados globalmente con
desintonfa en el tiempo caracteristico [22].

La ecuacién para una poblacién con tiempo caracteristico y acoplamiento
global [26], acoplado linealmente puede ser escrita como :

a5 =1if (z;) + K (X —2;),j = 1,2,..N. (6.21)

Esta ecuacién puede ser vista como una simple forma generalizada del mod-
elo de Kuramoto [13], [22], donde los pardmetros de distribucién son las frecuen-
cias naturales de los osciladores para diferentes dindmicas individuales desde
un ciclo limite. Asi, el ecuacién para el sistema reducido es:

z = (1) f(X) + W,
| (6.22)
W =’ f(X)+[(r) ] — K]W,

donde J es el jacobiano de D f(x).

Debido al multiplicador de los pardmetros distribuidos en la eq. 6.21, mu-
chos puntos fijos de f son también fijos en el campo medio [26]. La estabilidad
de tal punto fijo, no obstante, puede cambiar debido a la presencia del acopla-
miento y de la desintonia en el tiempo caracteristico. Segun algunos cdlculos
se descubre que existen condiciones genéricas bajo las cuales un foco inestable
de f va siendo atraido por la poblacién (ver referencia [22] para mayores de-
talles). Aquf solamente se justifica que la desintonfa del tiempo caracteristico
es suficientemente grande, este equilibrio se estabiliza para valores intermedios
del acoplamiento, es decir; lo suficientemente grande para evitar incoherencia
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y més pequeno que aquellos donde se encuentra la solucién a la coherencia no
estacionaria.

En el caso del circuito de Chua destaca en la eq. 6.16 que la desintonia del
tiempo caracteristico puede cambiarse facilmente a través del capacitor Cy, Cy y
la inductancia L. La escala del tiempo de uno de los circuitos ha sido modificada
utilizando condensadores e inductancias que existen en el mercado, asf ha sido
posible obtener desintonfa del 14% en este tiempo. Ambos circuitos, cuando no
estdn acoplados, presentan una dindmica similar (atractor espiral doble) en su
evolucién temporal, pero con una pequena diferencia en su frecuencia interna.

El diagrama de bifurcacién del sistema reducido (eq. 6.22) puede calcularse
numéricamente para un intervalo de intensidad de acoplamiento comparable a
la dindmica experimental. El diagrama proporciona los regimenes de difusion de
los circuitos de Chua acoplados con la desintonia en los tiempos caracteristicos
como funcién de la intensidad de acoplamiento. La desviacion estdndar 6 de la
distribucién del tiempo caracteristico estd cercana a 0.14.

Tal como se esperaba de la seccién anterior, para valores pequenos del re-
sistor de acoplamiento, los circuitos son arrastrados sobre un atractor caético
indistinguible desde la dindmica no acoplada. No obstante, cuando el acopla-
miento se reduce, una cascada de regimenes coherentes bifurcan desde el atrac-
tor cadtico, y eventualmente se alcanza el estado de muerte de las oscilaciones
(fig. 6.4). Tal diagrama es independiente de la poblacién en el caso del acopla-
miento global difusivo [22].

Ahora las resistencias RY = RS = RF del circuito acoplado pueden ser
modificadas y fijadas en un determinado régimen conocido, de acuerdo con la
caracterizacién numérica del sistema reducido. La fig.6.5 muestra algunas de
las dindmicas emergentes observadas en el experimento. El régimen de muerte
de la oscilacién aparece en el circuito para R cercana a 1.5k{2 .

6.7 Resumen

En este capitulo se han estudiado dos circuitos de Chua acoplados simétri-
camente operando en el régimen cadtico con desintonia en sus pardmetros en
la region de acoplamiento fuerte. Para su anélisis se ha utilizando una técnica
conocida como desarrollo del parametro de orden (Order parameter expansion.
Ver apartado 6.2).

Los resultados tedricos y las simulaciones numéricas sugieren que este caso
es representativo en grandes poblaciones y se convierte en una herramienta
para identificar diversidades dependientes de dindmicas coherentes.

En los apartados 6.3 y 6.4 se expuso que la dindmica media de tal sis-
tema acoplado puede ser muy diferente a la dindmica observada en el circuito
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Fig. 6.4. Diagrama de bifurcacién indicando el comportamiento de Vi, Vs para dife-
rentes acoplamientos R. Los circuitos poseen diferentes escalas de tiempo .

Fig. 6.5. Comportamiento de Vi, Va2 para Rc = 0§2,0.5k2, 0.9k52,1.3kS2. Los circuitos
poseen diferentes escalas de tiempo.
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individual no acoplado, y que es posible predecir tal comportamiento colectivo
basdndose en el conocimiento de la dindmica no acoplada; esto es posible a par-
tir del control de los pardmetros de desintonfa y acoplamiento. Un ejemplo de
cambios cualitativos de comportamiento colectivo, cuando la diferencia entre
los circuitos se encuentre en sus tiempos caracteristicos, se ha estudiado el caso
de muerte de la oscilacién (oscilation death).

La posibilidad de obtener un régimen plenamente coherente especifico puede
encontrar una amplia aplicacién en poblaciones de sistemas no idénticos acopla-

dos.






7. Analisis experimental de la sincronizacién
entre tres circuitos Chua

Se estudia experimentalmente los regimenes de sincronizacién de dos cir-
cuitos electrénicos operando en el régimen caético, cuya dindmica es transmi-
tida por un tercer circuito al que se encuentran acoplados bidireccionalmente en
una configuracién de cadena lineal. En una larga escala de pardmetros operati-
vos, se observa experimentalmente la sincronizacién entre los circuitos externos,
mientras el elemento transmisor permanece no sincronizado. Aqui, las especi-
ficaciones de la sincronizacién difieren con el nivel de acoplamiento. Para baja
intensidad de acoplamiento coexiste un estado de sincronizacién intermitente
entre los circuitos externos con una sincronizacion en antifase. La sincronizacién
se convierte en una sincronizacién de fase para acoplamientos moderados y para
acoplamientos fuertes se observa una sincronizacién idéntica entre los elemen-
tos externos, los cuales estan sincronizados entre si y de forma generalizada con
el elemento transmisor. En esta tltima situacién el elemento central desarrolla
un atractor aspiral triple que no es posible observar cuando el oscilador cadtico
estd aislado. Para la arquitectura de los circuitos de Chua acoplados se han
utilizado conexiones ya conocidas en literatura. En el dpendice C se muestran
algunos anadlisis sobre éstas conexiones.

7.1 Introducciéon

La sincronizacién entre dos de sistemas cadticos ha sido intensivamente
estudiada en afios recientes [31] en campos como éptica [32] com potenciales
aplicaciones tecnoldgicas, por ejemplo, comunicaciones seguras [33], [34]. Los
circuitos electrénicos no lineales, en particular, han impulsado el estudio y
entendimiento de la sincronizacién del caos. Debido a su simplicidad y al hecho
de que todas las variables del circuito son accesibles y medibles, los circuitos
fueron usados en estudios pioneros de comunicaciones cadticas [35], [36].

Para observar fenémenos propios de la sincronizacién, se utilizard nueva-
mente el circuito de Chua operando en el régimen caético [37]. La sincronizacién
de caos entre dos de estos circuitos acoplados ha sido observada en ambos tipos
de acoplamientos, el unidireccional [38], [39] y bidireccional [40]. En el apéndice
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C se analizan estos dos tipos de sincronizacién en dos circuitos de Chua. La
arquitectura que aparece en el apéndice C ha servido de base para la construc-
cién de los circuitos acoplados que serdn analizados més adelante, y el estudio
para un circuito isolado es encontrado en la referencia [41] y en el apéndice B.

Una de las motivaciones para este estudio es el reciente interés que ha
surgido en el comportamiento colectivo de elementos dindmicos de red [42].
Dentro de este contexto existe la necesidad de saber cémo la arquitectura de la
red determina el comportamiento sincronizado de osciladores caéticos acopla-
dos.

La sincronizacién en un gran numero de circuitos electrénicos acoplados
ya ha sido estudiada [43], [44]. Pero incluso la extensién mas simple del sis-
tema estdndar (dos elementos) formada por una cadena lineal de tres elementos
acoplados, muestra escenarios de sincronizacién no triviales. De esta manera se
mostrardn los regimenes de sincronizacién entre tres circuitos de Chua acopla-
dos en cadena lineal a partir de resultados experimentales.

El acoplamiento del sistema macroscépico se introduce de una forma bidi-
reccional, siguiendo la transferencia de informacién en ambas direcciones. En
este sentido, no hay un claro lider en la dindmica ni un sistema que actie
como un simple seguidor. Todos los circuitos influencian, en cierta medida, la
dindmica de los otros. Este tipo de configuracién de tres elementos interac-
tuando ha sido investigada tanto teérica como experimentalmente [6], [7] en
sistemas ldser acoplados.

Estudios sistematicos del papel del acoplamiento en el comportamiento
colectivo del sistema muestran que la intensidad de acoplamiento controla di-
ferentes regimenes de sincronizacién entre los circuitos. En todos los regime-
nes observados el circuito central actiia como un retransmisor (“relay”) de la
dindmica entre los dos circuitos externos. En particular, como se describird
detalladamente mas adelante, se observas:

A) para niveles de bajo acoplamiento coexiste sincronizacién intermitente
y de antifase entre los elementos externos, dependiendo de las condiciones ini-
ciales;

B) para acoplamientos moderados los circuitos externos sincronizan en fase,
siendo su dindmica cadtica transmitida por el central, que parece permanecer
no sincronizado;

C) para alta intensidad de acoplamiento los circuitos externos se sincronizan
idénticamente y el central se sincroniza de una forma generalizada. En este
régimen el circuito central muestra un atractor espiral triple.
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Fig. 7.1. Representacién esquematica de la disposicién experimental.

7.2 Configuracién experimental

Se analiza ahora la sincronizacién de tres circuitos acoplados de Chua en
una configuracién de cadena abierta. En la fig. 7.1 se muestra un diagrama
simplificado de la configuracién, donde un circuito central B estd acoplado a
dos circuitos externos (A, C). Los voltajes V; o V5 son enviados a los vecinos
mds cercanos, de tal forma que se construye un acoplamiento bidireccional sobre
dos lineas unidireccionales. En otras palabras, cada circuito envia el estado de
una de sus variables, pero al mismo tiempo recibe una entrada a través de
otra variable. De esta forma los circuitos se acoplan bidireccionalmente con el
circuito central mediando entre los externos.

Para mayores detalles electrénicos en la fig.7.2 puede observarse el dia-
grama esquemético que corresponde a lo tres circuitos de Chua acoplados.

Los circuitos externos A y C' , influencian el circuito central B a través de
la suma de sus salidas dindmicas V;, para conseguirlo se conecta un circuito
operacional construido en la configuraciéon de un circuito sumador. La inten-
sidad de acoplamiento es controlada ajustando el valor de la resistencia R
localizada en la salida del circuito operacional sumador. Al mismo tiempo, la
salida V5 es inyectada desde el circuito central B a la variable de entrada de
los circuitos A y C, que viene a través de seguidores de tensién (Bufers), uno
para cada circuito externo. La intensidad de acoplamiento se ajusta través de
los resistores R v Res-

Aqui se usa R,y = Re = Re para garantizar la misma intensidad de
acoplamiento en todos los circuitos. Para la construccién de los circuitos de
Chua, se utilizaron los siguientes componentes: Ry = 219 2, Ry = 21.92k(2,
Ry = 2.185k82, Ry = 3.28k(2, RL = 2312, C; = 9.8nF, Cy = 99.8nF, L =
19.54mH, R = 1.73kS2, CI TLO84CN. Se ha usado una tarjeta de adquisicién
de datos para medir el valor de (V1, V2) de cada circuito. La tarjeta tiene una
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Fig. 7.2. Diagrama esquemético de la disposicién experimental.

frecuencia de adquisicién de 50kS/s por canal y un voltaje de entrada méximo
de £10V.

En estos esquemas, vale la pena destacar que la unidad central estd reci-
biendo dos entradas mientras que los circuitos externos sélo reciben una. En
este sentido se podria esperar, razonablemente, diferentes dindmicas entre el
circuito central y los externos. Se han sintonizado los pardmetros internos de
los circuitos con el fin de que muestren dindmicas caéticas en ausencia de aco-
plamiento. En la fig. 7.3 (a y b) estd presentada la evolucién temporal de las
variables de salida V;, Va de cada circuito aislado [fig. 7.3(a — b)] y su corres-
pondiente trayectoria en el espacio de fases en el plano (Vi,V3) [ fig. 7.3c];
como muestra la figura, la dindmica de los circuitos aislados corresponde a un
atractor cadtico espiral simple. En el préximo apartado se estudiard la dindmica
emergente a partir de la variacién de las intensidades de acoplamiento R.1, R.2,
ch.

7.3 La influencia de la intensidad de acoplamiento
El objetivo es estudiar la influencia de la intensidad de acoplamiento en

la sincronizacion de los circuitos de Chua. Por lo tanto, inicialmente, con los
tres circuitos desacoplados, se aumenta la fuerza de acoplamiento disminuyendo
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Fig. 7.3. En (a) y (b) se muestra la evolucién temporal de Vi y V2 de los circuitos:
cir. A (negro), cir. B (rojo) y cir. C' (azul), para Rc = 0, y en (c) la dindmica del
circuito A en el espacio de la fase Vi, Vo (para A y C es similar).

el valor de las resistencias R.(1,2,3) de acoplamiento puestas en la entrada de
cada uno de los circuitos de Chua. Se supone que R.; = Reo = Re3 = R
para poder garantizar la misma cantidad de acoplamiento entre los circuitos.
Cuando R, =~ 20(2 se observa cémo las salidas del circuito de Chua modifican
su dindmica. Especificamente se observan diferentes estados que dependen de
las condiciones iniciales del sistema.

En la fig.7.4 estd trazada la trayectoria en el espacio de fases para una de
las posibles situaciones. FEn este caso, los dos circuitos externos de Chua A y C,
oscilan en un atractor espiral simple alrededor de diferentes puntos fijos inesta-
bles. Al mismo tiempo, el circuito central B opera en un atractor caético espiral
doble. Los cambios en las dindmicas inducidas por el acoplamiento fueron los
esperados. Conforme ha sido estudiado en el capitulo anterior, la diversidad
interna del circuito puede ser la responsable de tales cambios [45].

En la fig.7.5 se pueden observar las series de tiempo de Vi y V5 de los tres
circuitos de Chua que son graficados de a pares para facilitar las comparaciones
entre los sistemas. La fig. 7.5(a — b) muestra las salidas A y B, que estan
claramente en antifase. Ademds, Vi y V;® tienen diferentes offsets, un hecho
que se refleja en la representacién del espacio de la fase en forma de oscilaciones
alrededor de dos diferentes puntos fijos inestables. Al mismo tiempo, en la fig.
7.5(c — d) se detecta cémo los circuitos A y B permanecen no sincronizados,
un hecho también visible al comparar la dindmica de los circuitos B y C (no
mostrados aquf). Esto es ciertamente un resultado interesante, puesto que el
circuito central B transmite un estado de sincronizacién en antifase para los
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Fig. 7.5. Comparacién en tiempo entre V1, V2 de los circuitos A, B y C para R. =
20K 2. En a) y b) Vi del cir. A (en negro), Vz del cir. C (en rojo). En ¢) y d) Vi del
cir. A (en negro), V2 del cir. B (en rojo).
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Fig. 7.6. Espacio de fases V1, V2 de los circuitos A, B y C para R = 20K {2, pero
aqui se ha cambiado la condicién inicial.

circuitos A y C pero su dindmica global permanece no sincronizada o estéd
sincronizada a través de una sincronizacién generalizada.

Como ya se ha mencionado, el estado de sincronizaciéon de antifase descrito
coexiste con otros posibles comportamientos del sistema. En diferentes realiza-
ciones del experimento (correspondientes a diferentes condiciones iniciales que
pueden obtenerse experimentalmente encendiendo y apagando el sistema), los
dos circuitos externos muestran un atractor caético espiral doble, mientras que
el sistema central oscila en un casi ciclo limite (fig. 7.6). Se nota que las os-
cilaciones en el circuito central exceden el valor de 10V que es el limite de la
tarjeta de adquisicién. Este hecho, que no afecta la dindmica del sistema, limita
los valores observables de V.

La fig. 7.7 muestra las series de tiempos correspondientes a la dindmica de
la fig 7.6, revelando episodios de sincronizacién entre los circuitos de salida
Ay C [graficados en a y b] mientras que el central realiza oscilaciones casi
periédicas y permanece no sincronizado con los circuitos externos C' 'y D. Se
debe mencionar que mismo que el circuito B presenta una diferencia cualitativa
de su dindmica en comparacién con la dindmica de los circuitos A y C, el
circuito central B y los externos A y C permanecen con diferencia de fase y
frecuencia constante en el tiempo. Esto es un indicador de sincronizacién de
fase entre el circuito central B y los circuitos externos A y C [46]. Se atribuye
la pérdida de sincronizacién entre los circuitos externos a la interaccién entre
el ruido intrinseco de los circuitos electrénicos y el bajo acoplamiento. Como
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Fig. 7.7. Comparacién entre V1, V2 (en el tiempo) de los circuitos A, By C. En (a)
y (b) Vi del circuito A (en negro) y Va2 del circuito C' (en rojo). En (c¢) y (d) Vi del
circuito A (en negro) y V2 del circuito externo B (rojo).

en el estado anterior, el circuito central actia como un retransmisor (relay)
entre las salidas de los circuitos externos para alcanzar la sincronizacién, pero
no participa en los estados sincronizados entre ellos.

El paso siguiente es aumentar la intensidad de acoplamiento reduciendo
la resistencia R. de acoplamiento. Para R = 10f2, acoplamiento intermedio,
la dindmica colectiva cambia cualitativamente. La nueva situacién se describe
en la fig. 7.8. Se advierte que el circuito central desarrolla un atractor cadtico
espiral doble mientras que los dos circuitos externos desarrollan un atractor. La
situacién podria parecer similar a uno de los casos anteriores (fig.7.6, fig.7.7),
puesto que las salidas de los dos circuitos externos oscilan alrededor de dos
diferentes puntos fijos inestables, mientras que, al mismo tiempo, el sistema
central tiene una trayectoria diferente, como se muestra en el espacio de la
fase. Sin embargo las diferencias se presentan a través de una inspeccién de las
series de tiempo mostradas en fig.7.9.

En este caso, el circuito A y C siguen sincronizados en fase [ fig.7.9 (a —b)],
aunque Vi y Vi tienen diferentes offsets. Este comportamiento sincronizado
no fue observado en el caso de bajo acoplamiento, donde los dos circuitos ex-
ternos tenfan dindmicas actuando en antifase. Al mismo tiempo, el circuito
central B actia como retransmisor (relay) de informacién, pero permanece no
sincronizado con cualquiera de los circuitos externos [ fig.7.9(c — d)].

Finalmente, se aumenta el acoplamiento para observar diferencias entre los
casos de acoplamiento bajo e intermedio. Para valores de resistencias alrede-
dor de R = 2k{2, que corresponden a acoplamientos razonablemente altos, se
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Fig. 7.10. Espacio de fases V1, Va2 de los cir. A, By C para R. = 2k{2, (intens. alta
de acoplamiento).

detecta un nuevo cambio en la dindmica de los circuitos de Chua. La fig. 7.10
muestra el espacio de fase de los tres circuitos acoplados.

Se puede observar cémo los circuitos A y C tienen un atractor cadtico
espiral doble similar, que puede indicar la existencia de un cierto grado de sin-
cronizacién. Destaca que la forma del atractor caético del central B es diferente
de la de los atractores de los circuitos externos, como en casos anteriores. Es-
pecificamente, es un atractor espiral triple, una clase de atractor imposible de
obtener en un circuito Chua aislado. De esta manera, esta clase de acoplamiento
bidireccional se puede usar como técnica para generar diversos atractores cadti-
cos, como puede apreciarse en la referencia [47]. Un estudio més detallado de
la evolucién temporal de V4 y V5 permitiria explicar la aparicién del atractor
espiral triple y decidir si la dindmica del sistema estd sincronizada o no.

En la fig. 7.11(a — b) se representa cémo los circuitos A y C poseen sin-
cronizacién idéntica, es decir Vit = V¢ y V4 = V¥, coexistiendo con ventanas
de comportamiento no sincronizado. Al mismo tiempo, la sincronizacién entre
el circuito B (el que tiene el triple atractor) y los circuitos externos, siguen la
expresién Vi = aVi' y V4 = bV}, donde a y b son constantes (ver la regién
de sincronizacién en la fig. 7.11b). Como en el caso de los circuitos externos, la
sincronizacion coexiste con estados de comportamiento no sincronizados y esto
probablemente sucede durante estos transitorios, cuando el sistema erra dentro
de la cuenca central del atractor espiral triple . Esta clase de sincronizacién se
conoce como “sincronizacién generalizada”.
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Fig. 7.11. Comparacién entre Vi, V2 (en el tiempo) de los cir. A, B 'y C' para
R. =10k{2. En a) y b) Vi del cir. A (en negro) y V2 del cir. C (en rojo). En c) y d)
Vi del cir. A (en negro) y Va del cir. externo B (rojo).

Se obtienen los mismos resultados al comparar el circuito B y C' (no mostra-
dos aqui). Este es un ejemplo experimental de la coexistencia de sincronizacién
generalizada (entre el circuito central y los externos) e idéntica (entre los cir-
cuitos externos) en una cadena de osciladores caéticos acoplados.

7.4 Resumen

Se ha estudiado la dindmica de tres circuitos acoplados de forma bidirec-
cional y se ha analizado la influencia de la intensidad de acoplamiento en la
sincronizacién de estos osciladores cadticos.

En el apartado 7.1 se ha mostrado la configuracién experimental, y mas
adelante, en el apartado 7.3 se ha estudiado la influencia de la intensidad de
acoplamiento en el sistema.

Se observan varias dindmicas de los sistemas directamente relacionadas con
la intensidad del acoplamiento, como ejemplos se encuentran: la coexistencia
de dos estados dependientes de las condiciones iniciales, la sincronizacién ge-
neralizada, la coexistencia de la sincronizacién idéntica y la generalizada, y un
tipo de atractor (espiral triple) que no es posible obtener en sistemas aislados.






8. Conclusion

En esta segunda parte del trabajo se ha estudiado la sincronizacién bajo
dos aspectos:

(¢) Comparacién con un modelo conocido como desarrollo del pardmetro de
orden (“Orden expansion parameter”).

(74) Estudio de la dindmica que emerge de un sistema de tres circuitos de
Chua acoplados.

En el capitulo 6 ha sido comentado que, aunque la importancia del com-
portamiento emergente en poblaciones de sistemas dindmicos estd ampliamente
reconocida, s6lo unos pocos sistemas experimentales ofrecen el necesario grado
de control para verificar los resultados teéricos. Asi, se ha propuesto la im-
plementacién de un circuito con comportamiento coherente conocido de pobla-
ciones con desintonia en los pardmetros en la regién de acoplamiento fuerte. Los
resultados tedricos y simulaciones numéricas sugieren que este caso es represen-
tativo en grandes poblaciones y se convierte en una herramienta para identificar
diversidades dependientes de dindmicas coherentes.

El sistema experimental que ha sido usado estd compuesto por dos cir-
cuitos de Chua acoplados simétricamente. La diversidad en sus componentes
introduce una desintonia en sus pardmetros internos. Se ha demostrado que la
dindmica media de tal sistema acoplado puede ser muy diferente a la observada
en el circuito individual no acoplado. La expansién del pardmetro de orden de-
sarrollado para poblaciones de sistemas dindmicos acoplados fuertemente ha
permitido predecir tal comportamiento colectivo basado en el conocimiento de
la dindmica no acoplada. Controlando el pardmetro de desintonia es posible
dirigir el comportamiento del sistema a regimenes dindmicos diferentes.

En el caso de Circuito de Chua, tales regimenes colectivos pueden obtenerse
sintonizando el resistor interno de un circuito no acoplado, pero éste no es todo
el requerimiento. En otros sistemas la variabilidad de regimenes no acoplados
pueden ser mucho mas limitados. Para estos casos la interaccién de acopla-
miento fuerte y desintonia de pardmetro puede ser una buena técnica para
extender la dindmica fuera de la regién de regimenes no acoplados. La posibi-
lidad de acertar plenamente un régimen coherente especifico puede encontrar
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una amplia aplicabilidad en poblaciones de sistemas no idénticos acoplados; el
comportamiento caético del circuito de Chua es solamente un ejemplo de la
dindmica individual. Como segundo ejemplo de cambios cualitativos de diver-
sidad inducida del comportamiento colectivo, se ha dirigido al caso en que los
circuitos se diferencian a través de sus tiempos caracteristicos y se ha estudiado
el caso de la muerte de oscilaciones .

La coherencia de las dindmicas no es solamente una suposicién que permite
tratar analiticamente el régimen colectivo sino que también garantiza que los
resultados obtenidos para dos circuitos puedan ser extendidos a poblaciones de
muchos elementos con una varianza comparable al pardmetro de diversidad. La
robustez del régimen de acoplamiento fuerte cambia en el nimero de circuitos
que interactian, hecho que estd confirmado a través de simulaciones numéricas.
Esto muestra que el comportamiento colectivo es seleccionado de acuerdo con
la varianza, més que de la forma real de la distribucién del pardmetro o del
tamano de la poblacién.

En una segunda parte se ha investigado la dindmica de tres circuitos acopla-
dos de forma bidireccional y se ha analizado la influencia de la intensidad de
acoplamiento en la sincronizacién de estos osciladores caéticos. Para bajas in-
tensidades de acoplamiento se ha observado la coexistencia de dos estados que
dependen de las condiciones iniciales. Un estado corresponde a la dindmica de
sincronizacién en antifase de los sistemas externos combinados con la dindmica
caética no sincronizada del circuito central. En el otro estado se ha obser-
vado la sincronizacion entre los sistemas externos mientras que el central de-
sarrolla oscilaciones casi periédicas, actuando como retransmisor (relay) entre
los dos sistemas externos. Para acoplamientos intermedios, se ha detectado la
sincronizacién generalizada entre los circuitos de Chua externos, que se obtiene
permaneciendo no sincronizado el circuito central. Finalmente, para un valor de
acoplamiento mas alto, se ha detectado la coexistencia de sincronizacién idén-
tica entre los circuitos externos (A y B) y sincronizacion generalizada entre el
circuito central B y los circuitos externos. Ademds, se observa el nacimiento
de un atractor espiral triple (circuito central B), un atractor cadtico que no es
posible obtener en sistemas aislados.



9. Consideraciones finales

Este trabajo estd basado en el estudio de sistemas dindmicos no lineales
que en las iltimas décadas ha tenido gran interés por parte de la comunidad
cientifica. Los sistemas no lineales pueden presentar inestabilidades que en oca-
siones conducen a un comportamiento no periédico conocido con el nombre de
caos determinista. En particular, un sistema cadtico conocido, el circuito de
Chua, ha sido el sistema utilizado en todos los capitulos expuestos aqui, debido
a las ventajas que presenta cuando se compara a otros sistemas.

En particular se han utilizado circuitos de Chua operando en un régimen
cadtico como instrumento experimental para la verificaciéon de fenémenos fisi-
cos, que debido a la forma de verificacién experimental, fueron divididos en dos
lineas principales:

La primera es la sincronizacién del sistema con senales externas que lleva a la
observacién de los fenémenos de resonancia estocdastica, resonancia de coheren-
cia y resonancia fantasma, que son fenémenos donde el elemento estocdstico,
el ruido, juega el papel principal.

La segunda, ha sido la sincronizacién entre los propios circuitos de Chua;
por un lado se ha estudiado la sincronizacién entre tres circuitos de Chua
mutuamente acoplados en una configuracién de cadena lineal donde se ha ob-
servado varios efectos dindmicos de interés y, utilizando dos circuitos de Chua
mutualmente acoplados se ha estudiado este tipo de sincronizacién través de
una técnica conocida como desarrollo del pardametro de orden; los resultados
han indicado que los andlisis pueden ser extendidos a grandes poblaciones de
sistemas acoplados.

El estudio de estos fenémenos tienen principal aplicacién al control de sis-
temas caéticos y a la generalizacién de los temas estudiados. Es importante
comentar, que aunque la mayoria de los experimentos han sido hechos en el
sistema electrénico de Chua también es posible considerar otros sistemas para
la investigacién del caos, que tal vez podria hacer el trabajo més simple. El
criterio seguido por el investigador de estudiar un tnico sistema ha sido en
base a simple metodologfa pedagdgica.
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En otro plano, la accesibilidad por parte del investigador al material de
investigacion de bajo costo ha sido un punto a favor a estudios que pueden
ser realizados por investigadores que no tiene acceso a laboratorios sofistica-
dos y caros. Como se ha visto en las dos partes de este trabajo y a través de
referencias citadas, son numeroso los ejemplos de procesos fisicos, quimicos,
biolégicos y temas que pueden ser investigados dentro del drea de dindmica no
linear: la formacién de estructuras espacio-temporales, la conduccién de impul-
sos cardiacos, estudios de resonancia en sistemas complejos, la sincronizacién
de sistemas, procesos de reaccién-difusion, estudios de sistemas neuronales, son
algunos ejemplos ya citados. Bajo esta éptica, este trabajo ha sido un ejemplo
mads de que la idea de experimentar y consecuentemente investigar con sistemas
no lineales es bastante factible y porque no decir accesible. Por ejemplo, para
todos los resultados producidos experimentalmente en este trabajo existe la
posibilidad de reproduccién numérica utilizando un ordenador simple.

Este trabajo también puede ser utilizado como una introducién para los
investigadores que pretendan empezar con este tema. Ha habido tres aspectos
que han estado presentes en el desarrollo de las comprobaciones experimen-
tales presentadas: las fenomenologias fisicas (resonancia estocéstica, etc.), las
matemdticas ( exponentes de Lyapunov, etc.) y la parte técnica (configuracion
eléctrica de los sistemas, etc.). Estos temas enmarcan actividades de formacién
que pueden ser dirigidas a través de cursos para nuevos investigadores.

En particular para la formacién del autor de este trabajo se le ha exigido
conocimiento tecnolégico de circuitos electrénicos. A partir de esta base se han
estudiado algunos tipos de circuitos utilizados en fisica no lineal, después se ha
extendido el conocimiento a intentos de proyectos de circuitos para observar
otras fenomenologias. Con relacién a las fenomenologias se han empezado a
estudiar temas ya conocidos y luego se han considerado temas direccionados a
posibles investigaciones. En la parte matemaética ha sido importante el estudio
de las metodologfas utilizadas para caracterizacién de los sistemas y fenémenos.

Finalmente, con relacién a los frutos de este trabajo, o sea a los articulos
publicados, ha sido importante la contribucién de los siguientes investigadores,
que directamente han contribuido para la formacién del investigador: Claudio
Mirasso, Raul Toral, Wojciech Korneta, Silvia De Monte; Francesco d’Ovidio,
Oscar Calvo, Javier Martin Buldu, Jordi Garcia-Ojalvo. Y por lo tanto nueva-
mente agradecerles por su brillante cooperacién en las discusiones sobre temas
acerca de caos, resonancia, sincronizacién y sus posibles aplicaciones experi-
mentales.
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10. Apéndice A

10.1 Caracteristicas generales de sistemas dindmicos

Se define un sistema dindmico como un conjunto de funciones que es-
pecifican cémo las variables evolucionan a lo largo del tiempo. Un sistema de
dimensién “n” es definido por un conjunto de “n” ecuaciones diferenciales de
primer orden. El estado de un sistema dindmico en un determinado instante
de tiempo es representado por un punto en el espacio n-dimensional y descrito
por los valores en este instante y por las variables del sistema, 1, za, ..., T, .

El conjunto de todos los estados posibles que pueden ser alcanzados por
un determinado tipo de sistema define un espacio de fase. Una secuencia de
los estados a lo largo del tiempo define una curva en este espacio de fase: la
trayectoria. A medida que el tiempo aumenta, las trayectorias ocupan todo el
espacio de fase o convergen hacia un conjunto de dimensién inferior: el atractor.
Los atractores pueden ser sencillos (puntos fijos, ciclos limites, toros), cadticos
y/o extranos.

Matemaédticamente, un sistema dindmico es descrito como un problema de
condicién inicial, o sea, para saber cémo se comporta el sistema son necesarias
las ecuaciones de evolucién de las variables, los valores de los pardmetros y las
condiciones iniciales.

Un sistema dindmico puede tener una evolucién discreta o continua a lo
largo del tiempo. El caso discreto es definido por una aplicacién x1 = f (z¢) que
origina el estado x; en un instante de tiempo posterior resultante del estado
inicial xg. El proceso de cédlculo del nuevo estado de un sistema discreto es
conocido como “iteracién”. _

El caso continuo es definido por un flujo, z t)y=F (9?6,75), que origina el

estado posterior en el instante ¢, dado el estado zg en el instante ¢ = 0. Un flujo

puede ser diferenciable originando una ecuacién diferencial dz /dt = F(z). En

<

=
— .

este caso F'(x) es conocido como “vector campo”, un vector que apunta en la

direccién de la velocidad en cada punto del espacio de fases. Cuando el vector

campo no depende explicitamente del tiempo, el sistema es auténomo. En el
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caso en que el vector campo dependa explicitamente del tiempo, el sistema es
no auténomo.

Un sistema dindmico puede ser lineal o no lineal; en dlgebra, se define
linealidad en términos de funciones que poseen las propiedades F (z +y) =
F(z)+ F(y) y F(ax) = aF (z). La “no linealidad” es definida como negacién
de la linealidad. Asi, las herramientas fundamentales de la simplificacién del
andlisis lineal ya no son vélidas; por ejemplo, para un sistema lineal, si tuviése-
mos dos puntos de equilibrio, F'(z) = 0y F (y) = 0 se obtendrfa autométi-
camente un tercer punto de equilibrio F' (ax + by) (de hecho existen infinitos,
dado que la linealidad implica que F (ax + by) = 0 para cualquier valor de a y
b). Para sistemas no lineales, el cdlculo puede ser mas complicado.

En un sistema lineal existe apenas un conjunto limite constituido por las
soluciones del sistema, y el comportamiento constante es independiente de las
condiciones iniciales. En un sistema tipico no lineal pueden existir varios con-
juntos limites o atractores. La condicién inicial determina en qué conjunto
limite, o atractor, se fija el sistema.

Los sistemas dindmicos no lineales presentan varios resultados bastante
complejos de entre los cuales los que presentan caos han sido objeto de varios
estudios en las ultimas décadas. Los sistemas cadticos son los sistemas que pre-
sentan un comportamiento imprevisible a largo plazo originado por un sistema
no lineal dindmico deterministico debido a la sensibilidad a las condiciones
iniciales.

Es importante hacer notar que un sistema no lineal dindmico determinista
es perfectamente previsible si se tiene un conocimiento perfecto de las condi-
ciones iniciales. La razén de ser imprevisible a largo plazo es una propiedad
conocida como la “sensibilidad a las condiciones iniciales”; o sea, dos trayecto-
rias que inicalmente estdn infinitamente proximas divergen exponencialmente
a un ritmo caracteristico del sistema hasta que se tornan completamente des-
correlacionadas.

En la practica, el estado inicial del sistema no puede ser especificado exacta-
mente, sino que dispone de una tolerancia de error e > 0; es posible que mi-
croscopicamente dos condiciones iniciales xg e yg que se encuentran separadas
al méximo de e, no puedan ser distinguidas en un corto espacio de tiempo. No
obstante, después de un periodo finito de tiempo, las trayectorias que ambas
definen se separan y se tornan macroscopicamente distintas. Estas trayectorias
en el espacio de fase definen un atractor y, debido a la imposibilidad de saber
cudl es la curva exacta que una trayectoria inicial va a ejecutar se denomina
un “atractor caético”.

Por tanto, se puede considerar en la practica que por mds preciso que sea
el conocimiento del estado inicial, el comportamiento a largo plazo es caético
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Fig. 10.1. Representacion de la divergencia de dos trayectorias.

e imposible de predecir. Es esta “no prediccién” lo que lleva a confundir un
sistema, cadtico con un comportamiento aleatorio.
Uno de los ejemplos cldsicos utilizados como aplicacién del caos, aparece

cuando el cientifico Edward Lorenz!

, meteordlogo del Massachussets Institute
of Technology, trabajaba a principios de los 60 en un modelo de prediccién
del tiempo. Para ello habfa desarrollado un sistema de doce ecuaciones, que
supuestamente reflejaba el comportamiento del sistema, y lo simulaba con la
ayuda de un ordenador. Este no posefa ni la velocidad ni la memoria precisa
para proporcionar una simulacién realista de los fenémenos climdticos. A pesar
de ello, la maquina senalaba cada minuto el paso de un dfa, imprimiendo una
hilera de nimeros en un papel. La médquina no predecia el tiempo, sino que
predecia cémo seria probablemente el tiempo.

En un dia de 1961, Lorenz quiso examinar de nuevo una determinada suce-
sién, e introdujo en el ordenador los nimeros obtenidos directamente de la
impresién anterior, pero con sélo tres decimales en lugar de los seis que habia
estado utilizando hasta entonces. La nueva predicciéon tenfa que haber sido
exactamente igual que la anterior, pero no fue asi. Al principio Lorenz examiné
los dos conjuntos de nimeros y pensé que la méquina se habia averiado, como
pasaba frecuentemente, hasta que finalmente comprendié lo que habia pasado;
la divergencia se habfa producido por el hecho de redondear los decimales en
las condiciones iniciales, convencido de que la diferencia era de poca importan-
cia. El resultado estd representado en la fig.10.1; empezaban aparentemente
en el mismo punto, pero las trayectorias divergian una de la otra con el paso
del tiempo, hasta que desaparecia cualquier semejanza. Esta es la dependencia
sensitiva de las condiciones iniciales.

Lorenz buscé formas méds sencillas de producir este comportamiento com-
plejo, y encontré un sistema de tres ecuaciones diferenciales no lineales con tres
variables. Lorenz se inspiré en la dindmica de fluidos para sus tres ecuaciones,
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Fig. 10.2. Atractor de Lorenz.

y en concreto en el movimiento de un gas o liquido caliente, lo que se conoce
técnicamente como la “conveccién de Rayleigh — Bénard”.

Haciendo una simulacién numérica de este sistema, Lorenz emple6 cada
variable como coordenada, y el resultado revel6 una configuracién que para él
era bastante extrana, algo como una espiral doble en dos dimensiones, como
una mariposa y un par de alas que denotaban un desorden puro, y que hoy es
conocido como el atractor de Lorenz!, fig.10.2.

Entre otras cosas cuando se comparan las figs.10.1 y 10.2 se observa que,
apesar de la dificultad de predicir el comportamiento del sistema caético en fun-
cién del tiempo, es posible conocer el comportamiento global de dicho sistema
(sistema autonomo).

Existen varios métodos para caracterizar el grado de caos de una senal: las
dimensiones del atractor, los exponentes de Lyapunov o la entropia de Kol-
mogorof son algunos de ellos. Una técnica cldsica para analizar los sistemas
dindmicos es el mapa de Poincaré?. Este permite una substitucién del anslisis
de flujos de sistemas continuos en el tiempo por un andlisis de sistemas dis-
cretos, evitdndose de esta manera entrar en detalles de cdlculo de ecuaciones
diferenciales, y al mismo tiempo, permite ilustrar los conceptos importantes de
los sistemas dindmicos .

L E.N. Lorenz, Journal of Atmospheric Sciences 20, 130 (1963).

2 H. Poincard, "Les methodes Nouvelles de Mechanique Celest , New York, Dover (1957).



11. Apéndice B

11.1 Descripcién matemadtica del sistema de Chua

Un circuito electrénico auténomo de Chua consta de tres elementos que
almacenan energia, dos de los cuales son condensadores “C;”, “Cy” y el tercero
una inductancia “L”. También posee una resistencia lineal “R” y una resistencia
no lineal “Ngr” denominada “diodo de Chua”, como es mostrado en el diagrama

simplificado del circuito de Chua, fig.11.1 .

Las ecuaciones dindmicas que describen este circuito, que pueden ser

obtenidas a través de las leyes Kirchoff | tienen la siguiente forma

di _ 1
dat — LV2

avo 1 - G
Tf—@ZL—@(%—Vl) ;

L& (Ve—Vi)—&g(W)

dt
o2 R 1 g
- Ad -
MM
+
+ +
L C, Y c | ¥ 3
— — Ve
- - - R& - R2 -
Ré T w
NR1 NRZ
0 —

Fig. 11.1. Diagrama simplificado del circuito de Chua.
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Fig. 11.2. Curva caracteristica del diodo de Chua.

donde G = 1/R. El componente Ny se construye utilizando dos amplificadores
operacionales interconectados, ¢ (Vg) es la funcién caracteristica del compo-
nente no lineal Ng. Debido a la naturaleza no lineal a trozos de N el campo
vectorial del circuito se puede decomponer en tres regiones afines, con la funcién
no lineal g (V1) definida como

Go + (GO_Gl) Vo Vi > Bp
g (Vr) = ¢ GoWi Vi< B, , (11.2)
GoVi — (Go—G1)Vy Vi <B,

o en una forma mds compactada

g(Vr) = GiVi +0.5(G1 — Go) (Vi + Bp| — [Vi — B|). (11.3)

Aqui B, es el punto de ruptura y las constantes G = —R?‘f%g + R%, Go =

— (R?EZ + Rffze) son pendientes de g (V). En la fig. 11.2 estd representada

el grafico de la curva caracterisca del diodo de Chua.
Si uno quiere hacer un trabajo numeérico es conveniente normalizar las ecua-

ciones del circuito segiin las relaciones.

~ Vi ~ V2 ~ ILTi
T 5 ~ =2 z R
e / reA &
~ tG ~ _C2 ~ C2
T = Cs 5#\4 G2L o (11.4)

a=1-GoR b=1+GR f(z)= %"

A partir de estas relaciones las ecuaciones normalizadas son escritas en la forma:
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E=aly-—z-f(z)

Wy , (11.5)
2 =By
donde

br+(a—0b) z>1
fx)=4 ax lz] <1 . (11.6)
br—(a—0b) xz<-1

El sistema de ecuaciones 11.5 es simétrico y de acuerdo con la ecuacién 11.6,
presenta tres puntos fijos que verifican:

b—a
r="5

y=0; z=—2; f(z)=0=4¢ z=0 (11.7)
g = a=b

b

la existencia de estos puntos de equilibrio estd dada por la condicién:

Go #£G . (11.8)

Se pueden también definir las regiones :

D, E{(m,y,z)/xz 1} Dy E{(xvyaz)/m" < 1} D_4 E{(x,ywz)/xﬁ 1}
(11.9)

Imponiendo que los puntos de equilibrio se encuentran en diferentes regiones,
surge una condicién adicional para la pendiente del dispositivo R en la regién
Do:

G >G. (11.10)
De esta forma los puntos de equilibrio seran:
P+ - (k, O7 _kf)

Py = (0,0,0) (11.11)
P = (—k,0,k)
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donde k = b_T“. El sistema de ecuaciones puede expresarse en forma simple:

d)_)( e k en D
- A@p0X )X =@ Quat@ wng={ O L
donde
—ac ao O b en D
Ala,Byc) = 1 -1 1 |siendoc=< aen Dy (11.13)
0 g 0 ben D_4

FEl sistema de ecuacion 11.5 es lineal a trazos, por lo tanto la matriz jaco-
biana que determina los autovalores, calculada en los puntos de fijos, coincide
con la matriz A («, 8, ¢).

A partir de estos resultados se pueden analizar las propiedades que pre-
sentan los autovalores de la matriz jacobiana tanto en el punto Py como en
los puntos Py bajo variaciéon de los pardametros o y 8 positivos y el valor de
a fijado en un valor negativo (verificando la condicién 11.10) y b fijado en un
valor positivo (verificando la condicién 11.8). Asi el polinomio caracteristico de
esta matriz 11.13 estd dado por:

PN =X 4+PAN+PA+Ps (11.14)
siendo
P=14ac Pr=ac+f—-a P; = afc. (11.15)

Se puede demostrar que dependiendo de los valores o y 3, el punto de
equilibrio Py puede asumir las definiciones de “punto de silla” o de foco, y los
andlisis para P4 indican bifurcaciones de Hopf que cuando son supercriticas
dan lugar a un ciclo limite estable.

En este anélisis se han definido las ecuaciones dindmicas del circuito, y la
forma matemdtica utilizada para analizar el comportamiento en torno de los
puntos de equilibrio. En general los resultados tedricos mas significativos son
aquellos obtenidos numéricamente. Ver la referencia 1 para mayores detalles.

! Chua’s Circuits: A paradigm for chaos", Ed. Rabiner N. Madan. Word Scientific, Singapore,
New Jersey, Hong Kong , Serie B, (1993).



12. Apéndice C

12.1 Sincronizacién de caos en un circuito de Chua

Afraid, Verichev, and Rabinovivh’? considerando dos sistemas de os-
ciladores idénticos han mostrado el comportamiento caético con acoplamiento
lineal difusivo.

T=y

y=—ky—=z(l4+qcosf+2?)+6(y —y)
(12.1)
T =y

=~k = {1+ geont+5%) + 5y~ 1)

donde § es el pardmetro de acoplamiento. Han mostrado que existe un valor
critico ™ con el que, para todo § > §*, los osciladores tienen comportamientos
cadticos independientemente de las condiciones iniciales: z(t) = z'(t) y y(t) =
y'(t).

La base de la construccién de Pecora and Carrol?, se puede describir en la
siguiente forma: se consideran dos sistemas auténomos n-dimensional es

du
i F(u). (12.2)

Ahora se divide el sistema en dos subsistemas (v = (v, w))

d d

dizj =G (u,w) (TZ) = H (u,w) , (12.3)
donde v = (u1,...,um), G = (F1,...,Fn), w = (Ume1,.--,un) y H =
(Fit1, - - -, Fr). El proximo paso es crear un nuevo subsistema w' idéntico a w.

Esto produce un sistema (2n — m) -dimensional



138 12. Apéndice C

%zG(u,w) %zH(u,w) %:H(u,w‘). (12.4)
El sistema v — w es conocido como sistema transmisor (conductor), y el
sistema w' es el subsistema respuesta. Si w' converge asintéticamente para w y
continua en la misma trayectoria que w'entonces se dice que estdn sincroniza-
dos. Los exponentes de Lyapunov de la respuesta del sistema son llamados
“exponentes de Lyapunov condicionales”. Pecora y Carrol han mostrado que
la condicién necesaria y suficiente para que la trayectoria cadtica w sea asin-
téticamente estable ocurre si los exponentes de Lyapunov son negativos.

En este apartado se muestran algunos andlisis matematicos de acoplamiento
electrénico bdsico para el circuito de Chua utilizado en la segunda parte del
trabajo.

Segun la fig.11.1 (Apendice B) las ecuaciones del circuito de Chua obtenidas
a través de la ley de Kirchoff son

=& (Va—Vi)— &g (V)

B=Fii-FWV-v) (12.5)
di 1
AL

donde g(vl) = G1Vi +0.5(G1 — Go) (Vi + Bp| — |Vi — By,|) es el elemento no
lineal. Utilizando la siguientes relaciones

:czg; yzg—i z%%

~ G ~ C ~ C.

TNfC—Q B~ & aw(’iv , (12.6)
a=1-GoR b=1+GR f(z)= %"

las ecuaciones del circuito pueden ser escritas en forma adimensional

E=aly-—z—f(z)

By , (12.7)
2 =By

donde f(z) = bz + 0.5 (a —b) {|Jxr + 1| — |z — 1|} . El otro sistema estd repre-
sentado por z', y', z', con ecuaciones del mismo estado que la ecuacién 12.7.
De esta forma es posible definir un sistema diferencia:
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p(r) =2 (r) ' (r)
a(r)=y(r) ~y (r) - (128)
r(r)=2(r) = 2 (7)

Para investigar la sincronizacién idéntica de los circuitos, en este caso se
ha fijado el circuito de forma que presenta el atractor espiral doble, esto
corresponde a los pardmetros: C; = 10nF, Cy = 100nF, L = 18.75mH z,
G = 0.599m€, Gy = —0.41mé, G, = —0.76m€. Consecuentemente o = 10.0
£ = 14.87 y las ecuaciones para el sistema acoplado bidirecionalmente es dado
por:

L —ay—z—f(z)+0, (¢ — )
Z=y—x—z2+6, (Y —y)
9z = By +6. (2 —2)
, (12.9)
i —ay —a' — f () + 0 (x— ")
W=y —a -2 +5,(y—y)
dz = By +6, (2 — 2

donde 4, es la variable de acoplamiento. Por lo tanto para d,, d,, 6, = 0 el
sistema estd no acoplado.

Proposicién 1. Se supone que existen valores para (d1,d2) que obedecen
01 < 6 < d2, donde 6 denota d,, 6, 0 d,, y la parte real de todos los autovalores
de la matriz 12.10 y 12.11 son negativos

[ —a—aa — 26, « 0

1 —1-25, 1 |, (12.10)
L 0 _B _252 d
[ —a—aa — 2, o) i

1 —1-25, 1 |. (12.11)
L 0 _ﬁ _26z _

Entonces los subsistemas (z, y ,z ,z' ,y' ,2' w =2,y =19y, 2z =2)enel

espacio de fases R® de la eq.12.9 son estables para todo §; < § < J5. En este

sentido todas las trayectorias de ambos sistemas se aproximan asintéticamente.
Prueba: Desde 12.8 y 12.9 se puede escribir:
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p=oaq—ap—aff(z)— f(2')] —20.p
q=p—1r—20,p , (12.12)

r=—B8q—20,r

asi f(z)— f(z)=f(n)(z—2a")y f (n) asume valores a y by 12.12 se reduce
a:

P p
gl =A]q], (12.13)
r T

donde la matriz A es dada a través de cualquiera de las matrices de la proposi-
cién 1. Si la parte real de los autovalores de esa matriz son negativos, conse-
cuentemente el equilibrio en 12.12 es estable.

Observacion: Este teorema solamente da condicién suficiente para la sin-
cronizacién, esto no significa que si no se encuentra d; y ds el sistema no pueda
ser sincronizado®. A seguir se presenta un ejemplo para el sistema acoplado en
la variable X.

12.1.1 Sistema acoplado en la variable X

La fig.12.1 muestra un diagrama esquemético del circuito experimental.
Las ecuaciones adimensionales para este circuito serdn por lo tanto

F=aly—o—f(@)+0 (@ 1)

ar Y- Tr—=
& =By
: (12.14)
W =ay —a' - f(@)+0, (z—2a)
iji-r — y\ — =2
=0y
donde 0, = RaR,. El sistema diferencia es por lo tanto
p=aq—ap—siap—20,.p
g=p—q+r , (12.15)

r=—Pq
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-

Chua's
Digde

;
W
||
|
W

WH—

Fig. 12.1. Diagrama esquemadtico de la configuracién experimental.

o también
—a—s;a0—20, —a 0 P
= 1 -1 1 q |, (12.16)
0 -5 0 r
donde S; = a, b; i = 1,2 ( segin lo que se puede deducir a través de la

proposicién 1). La ecuacién caracterfstica es

N (@ + sja+ 20, + 1) A2+ (s + 20, + B) A8 (o + s;a0 + 26,) = 0 (12.17)

o simplemente

N+ EN +pA+ 0o =0. (12.18)

Sid>0,p>0,ykp—oc >0, entonces p =g =r = 0 es un punto estable y
los subsistemas se sincronizan. En este estudio se ha utilizado §; = 5.56 y asi
para todo § > 5.56 el subsistema se sincronizard. Para valores de § por debajo
de este valor, el teorema no enmarca prediccién; la evidencia experimental
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y numérica! indica que el circuito se sincronizard para 6 > 0.5. Se pueden
desarrollar andlisis similares para las variables y y z. Ver las referencia en el
final del apéndice para mayores detalles.

12.2 Sincronizacion a través del control continuo de la
respuesta de un sistema.

Pecora y Carrol® han mostrado que los subsistemas sincronizan si los expo-
nentes de Lyapunov condicionales son negativos. Hay un método simple para
ver si los exponentes condicionales de Lyapunov son negativos, dado que el sub-

sistema es lineal. Haciendo £ (t) = w (t) _w (t)', y siendo £ el sistema diferencia,

entonces se obtiene

Et) =w(t)—w(t) =h(v,w)+h(v,w). (12.19)

Si el subsistema es lineal se consigue otra ecuacion

£(t) = AE(t), (12.20)

donde A es una matriz constante (n—m) x (n—m). Se supone que los autovalores
de Ason (A1 A2 , ..., A\n_m, ). La parte real de estos autovalores son por definicién
los autovalores condicionados de Lyapunov que se busca.

Si todos los exponentes de Lyapunov condicionados son negativos entonces
lim; . &(t) = 0 y en consecuencia los subsistemas sincronizan; si existen
exponentes de Lyapunov condicionados positivos, los subsistemas evolucionaran
separados cuando £ — 0o, y nunca se sincronizardn?!.

Un caso intermedio ocurre si uno o més de los exponentes de Lyapunov
condicionados son iguales a cero, pero ninguno positivo; como t — oo los
sistemas se separardn por una distancia B fija, dependiente de las condiciones
iniciales. Si los subsistemas son circuitos lineales con elementos pasivos, calcular
los exponentes de Lyapunov condicionado no es complicado. Si los subsistemas
son no lineales los exponentes de Lyapunov no son determinados tan ficilmente.

Se ejemplificars la conexién unidireccional para una de las tres posibilidades
de acoplamientos. Ver la referencia 1 (final del apéndice) para mayores detalles
acerca del lo que fue expuesto.
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Chua's
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Fig. 12.2. Diagrama esquemadtico de la configuracién experimental.

-
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12.2.1 Acoplamiento en la variable X

La fig.12.2 muestra el diagrama experimental "acoplado unidireccionalmente"
1. Las ecuaciones de estado son

r=ay—z—f(z)
y=aly—z—2) y =aly —z' —2)
z2=—Py z =—Py

(12.21)
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JRERID!

los autovalores son 1/2 + j1/2/45 — 1 resultando

€(t) =e /2 (Ccos (\/45 - 1/2) 7+ Dsin (\/45 - 1/2) r) . (12.23)

donde C' y D son constantes de integracién. En base a la referencia los ex-
ponentes de Lyapunov condicionados son (—0.5,—0.5), y debido a que el
lim; 0 & (t) = 0, los subsistemas se sincronizan. Se pueden desarrollar analisis
similares para las variables y y z .

Una extensién para la misma configuraciéon experimental y que obedece
las mismas prediciones teéricas hechas aqui estd mostrada en la fig.12.3 que
utiliza un resistor variable R para controlar la intensidad de acoplamiento k,
asi k = 1/R. Se han observado tanto numérica como experimentalmente las
diferentes fases de sincronizacién mediante la variacién de R.

En la fig.12.4 se muestra un ejemplo numérico de los resultados que pueden
obtenerse mediante este estudio. Se han observado resultados para todas las
configuraciones de los circuitos acoplados comentados aqui .Ver la referencia 1
y 3 (final de este apartado) para mayores detalles acerca del lo que fue expuesto.

! Chua’s Circuits: A paradigm for chaos", Ed. Rabiner N. Madan. Word Scientific, Singapore,
New Jersey, Hong Kong , Serie B, p. 137, (1993).

2 V.S Afraimovich, N. N. Verichev, and M.I Rabinovich, "Stochastic synchronization of oscil-
lations in dissipative systems", Izv. VUZ. Rasiofiz. RPQAEC. 29, 795, (1986).

3 L.M. Pecora and L.M. Carroll, "Driving system with chaotic signals", Phys. Rev. A 44, 2374,
(1991).
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Fig. 12.3. Diagrama esquemadtico de la configuracién experimental.
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Fig. 12.4. Atractor espiral doble (izquierda) y linea de sincronizacién (derecha).



